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~pÅ����l�������Á¾E����Ô�����Ê � ¿��D�-�E¿@���Á½À�ËÐ
���-�o� ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ��ª�ª
5 Î 6

m
ÖX¾o��ÊË½À��Å���ÄE�����-��Å��E�-Ä�~
����Ã�Æ-��� � ¿�¿�� ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ��ª��

5 Î 5
m
ÖX¾o��ÊË½À��Å���ÄE�����-��¾E���3����Ã�Æ-��½)~p¿����-�-����ÊË��ÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ��ª��

5 Î �
m
ÖX¾o��ÊË½À��Å���ÄE�����-���-�E¿@�A��½��Ó}W~p��¿��Á�AÄ ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ��ªl«

5 Î � ì"~��A����¾E�@Ã��E�-�E�A~��A���)~p¿�¿��
m
ÖX¾E��Ê
½À��Å���ÄE�����-� ÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ��ª�5

5 Î ��ª à��E�-�E�A~pÄE�����-���-�E¿�¿��
m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�����-�3ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ��ª��

5 Î ��� }
�(�-��¾E�¤à��A~NIÛ½À�E�i¿��
m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�Á���-� ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ �����

5 Î ��� Î � åP�oÌ)�-��ÄE�����-���-�E¿8¾E�(�-��¾E�Þà��A~OIÛ½��E�i¿��
m
ÖX¾E��Ê
½À��Å���ÄE�����-�ËÎÞÎÞÎ �����

5 Î �>© à��E�-�E�A~pÄE�����-���-�E¿�¿��
m
ÖX½)~p�6�A��ÄE�����-���-�@���G�A�E���3ÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ���N�



PRQ ·h®ïð#S î°· Q%Q · T ¯VU°±�·

�¥Î � ¹ Å��EÊË½-���Ñ�-�'~p¿�¿��Á�-��~pÊË�E�l�A� � �-�Á»��(¾�~pÊ
�E�G�A��~pÅ�Å��(¾E�M~��A�Ñ~p� � ��¾�~pÊ�Ö
ÊË���-�-ÎÀÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�� ª

�¥Î © ¹ Å��EÊË½-���Ñ�-�'¾�~pÊËÊË�Á�-�Û¾ � ¿�ÊË���)~p�l�A�¤����Å��E�-Å��3Å6�A���o���A�3¾E���
n = 13�E�

h = 5
Î ê ���E�-�¤�o»(���-�E�-ÄE�M~���~Ó¿�~Ë¿��EÃ��Á���A�ÁÊË�\��Â��-�9�-��� ¾E���-Å����-�E�A~p���

¿ º � ¿Á�A��Ê
�¼½)~pÅ�Å��-Î.ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�� �
�¥Î �jà��E�-�E�A~pÄE�����-� ¹ }XW²�-�E�8¾�~pÊËÊË���-�À¾ � ¿�ÊË���)~p�G�A�À¾E���

h = 4
Î�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎ����

�¥Î � à��E�-�E�A~pÄE�����-��¾�~pÅ � ~p¿�� �-�E�D¾�~pÊËÊË���-�f¾ � ¿�ÊË���)~p�l�A�f¾E���
h = 4

�E�
n = 8

Î4ç8�3¿����-�E�Ñ¾E���l�A��� � �3�A~p½-½-���EÅ��E�l��~p�-����½À��Å�Å���È-��¿��
¾�~pÊ
ÊË���-�
¾E�������o���A�ÒÍ-ÊË�E�l�A����É � �E¿�¿��D�A�A~����A�EÃ�Ã��M~��A�DÅ����-�Ë�@½)~pÅ�Å��S¾�Æ-��½À���6��~p�-�Ë~
¾�~pÊËÊË���-���-���3¾ � ¿�ÊË���)~p�G�A�×Î�ÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ���6

� Î � Ï ~p½-½-���EÅ��E�l�Ç~�ÄE�����-�ËÃ��A~�Ì)¾�~3�-�E¿Ý½À��¿����-��Ê
�Á�
P (x)

¾ÇÆ-�
�-�oÌ)�-��Å�¾E�Ó¿M~
½-����È)~pÈ-��¿��\��Â �-�E¿�¾�~pÅ����-��ã9��ÈÀ���)~p¾E¾E�D�-�E¿�¿ º ���l�A�E�6»p~p¿�¿Á�

[0, 1]
ÍD¾o���b�

ÊË�p�A�Á»(����¿���¿�������½-����È)~pÈ-��¿��\��Â¥Î ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ �Y�
� Î © Ï ~p½-½-���EÅ��E�l�Ç~�ÄE�����-�ËÃ��A~�Ì)¾�~3�-�E¿Ý½À��¿����-��Ê
�Á�

P (x)
¾ÇÆ-�
�-�oÌ)�-��Å�¾E�Ó¿M~

½-����È)~pÈ-��¿��\��Â¼�-�E¿8¾�~pÅ��Ë�-� � ����ÈÀ���)~p¾E¾E�ÒÎ
ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ � �
� Î � Ï ~p½-½-���EÅ��E�l�Ç~�ÄE�����-��Ã��A~�Ì)¾�~��-�E¿�¿M~"�A�A~pÅ6Ô�����ÊÓ~pÄE�����-�Û�)~p¿�½À��¿Á���-��ÊË�Á�

P (x)
~
Q(t)

Î
ÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ���
« Î � à��A~�Ô����-�E¿�¿���½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�ÒÎ-ÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�6 ©
6¥Î � åP�M~pÃ��A~pÊËÊË~¼�-�4ZP~pÅ�Å����-�

Π(4)
ÎHÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�Î[6��

6¥Î © çS~�½)~p�6�A��ÄE�����-�]\�~>�f�-�
Π(4)

Î ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�Î[6 �
6¥Î � çS~�½)~p�6�A��ÄE�����-���-�p�-¾E����Å�ÅA�Á�-Ã

2|654|8731|9 ∈ NC(9) ÎÀÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�6 �
6¥Î � }W~pÊËÊË���-�¼�-�SåJI(¾LK3~pÅ�Å��G¾E�M~��A�Ë~

2|654|8731|9 ÎÀÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎ 5pª
6¥Î « }
��ÊË��Å��8�p���A���E�-�

P ′
�)~

P
ÎfÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ 5 6

6¥Î 6 ß �"Ð
�E¿�¿@ÊÓ~��A¾�Æ-���-Ã��-� � �)~
½)~p����¿M~¼�-�SåJI(¾^KÑ�-�8¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~ � ��ÎÞÎÞÎ�� ©
5 Î � Ï ~p½-½-���EÅ��E�l�Ç~�ÄE�����-� �-�E¿�¿M~�½)~p�6�A��ÄE�����-��¾E���h�_��¾E��¿������¤Ø�¾E�E��¾�Æ-���o���A�-Í

����Ê¼ÈÀ���ÑÉ � ~p�-�A~��A���A~p½-½-���EÅ��E�G��~p�-��½��E�
�EÅ��EÊË½-��������Å�Å��-ÍQ»��E���-�3�
È-¿ � ����Å�½À�o���A�Á»�~pÊË�E�G�A��ÙÇÎ4ÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ���

5 Î ©
(a)
ß �3È)~p��Ã��A~p½-Æ1`

(b)
� ��È)~p��Ã��A~p½-Æ3�o�A��¾ÇÆ-�o����~��A�
�-�8Ãp��~��-�

4
Î ÎÞÎÞÎ � 6



a/b�>^8�=dce:Y>^bfb�>Jg�h�i�jL> 6

5 Î � ä ¿8È)~p��Ã��A~p½-Æ3�-�8Ã��A~p�-�
4
~pÅ�Å��(¾E�M~��A�Ë~p�

M
Î�ÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ��5

5 Î � ÐW~p��Ã��A~p½-Æ��o�A��¾�Æ-�o����~��A�'�-�ÝÃ��A~p�-�
3
�ËØ×~lÙP¾E����� � ���A�
¿����o�A��¾�Æ-�o���A�����

��Ã��-�Q¾E��¿����-�)~�`�Ø�È�Ù � �)~
3
ÖX½)~p�6�A��ÄE�����-��`WØ�¾�Ù � �-�"Å6��~p¾^K��o�A��¾�Æ-�o����~��A�

�-�8Ã��A~p�-�
3
ÎQÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ � �

5 Î « ÐW~p��Ã��A~p½-Æ�~pÅ�Å��(¾E�M~��A�Ë~p¿�¿M~
3
ÖX½)~p�6�A��ÄE���p�-�D�-�

11 w = 11231222331
ÎOÎ ���>«
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© Î � }
�(�-�ÁÌ)¾�~��-�EÃ�¿������G�A�E�����)~
0
~
17
�-�E¿ÞÅ���Å6�A�EÊÓ~��-��� � ÊË�E�A~pÄE�����-�

�-�oÌ)�-�Á�A�
�)~p�8� � ÊË�E���8�-�8Ü.�E¿�¿ÒÎDÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ©pª
© Î © }
�(�-�ÁÌ)¾�~��-�8~p¿�¾ � �-�@���l�A�E��� � �A��¿Á��ÄEÄ�~p�-�-��¿�~¼Å��EÉ � �E�-Ä�~
�-�E�8� � ÊË�E���@�-�

ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�@�-�8�����-���-���-��Å�½)~p���@¾E��ÊË��Å���Å6�A�EÊÓ~��-�8� � ÊË�E�A~pÄE�����-�pÎÞÎÞÎÞÎ © �
�¥Î � ¹ Å��EÊË½-�����-�D� � ��Å��EÉ � �E�-ÄE���-��å G âï¾E���O½ � �G�A�EÃ�Ãp����Å��EÉ � �E�-Ä�~È-���)~p���M~¼¾E��������Å�½����-�-�E�G�A�ÒÎ%ÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ©��
�¥Î © Ï ��Å � ¿Á��~��A�À�A����»p~��A�@½À�E�

h = 2, 3, 4
Î ÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎ�� �

�¥Î � � ~pÈÀ�E¿�¿M~¤¾�Æ-��»(��Å � ~p¿���ÄEÄE~¼��¾E�(�dmË¾E���E�l�A�@�-�E�8½���¿����-��ÊË���-�E�-��ÊË���)~��A�����
�-�
F (x)

ÎOÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�Î[� �
5 Î � � ~pÈÀ�E¿�¿M~¼�-�E�8� � ÊË�E���

p
(m)
n
Î0ÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ��ª��

5 Î © � ~pÈÀ�E¿�¿M~¼�-�E�8� � ÊË�E���
z

(m)
n
ÎBÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ�ÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎÞÎ ��ª 6



n ³lo ­À¸pS Q S q

r ±�·h¶ ·tsusÑ³

vxw?v y�z|{%}�~e�p�u�-�d~�zu�
� � �EÅ6��~i�A�EÅ��(�-�G�-�p���A���A~��A�fÆ)~P~�» � �A�P������Ã����-�Ý���-��ÄE�M~p¿ÁÊ
�E�l�A�Q�)~p¿�¿ º ~p��Ã���Ê
�E�l�A�i�-�E¿\Ö

¿M~�ÊË�M~D�A�EÅ����-�À¿M~ � ����~e� ì"Ü/�Ò�'¿M~�Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�P�-�ÀÅ6�A� � ��� � ���P�-�EÅ�¾E���Á���A�P�)~Þ����¾E�������E�-ÄE�
¿����-�E~p���ÒÎ ä ÊË���E��½-����ÊË��½)~pÅ�Å��S�-�E¿8¾�~pÊË½��
�-�E¿�¿M~¼����¾E�E��¾�~�ÊË�@Æ)~p�-�-�Ë½����6��~��A��»��E��Å��Ó¿��
Å6� � �-���P�-�(~p��Ã���ÊË�E�l�A�G�)~fÊË�+ÊÓ~p�l�A�A~�����~��A�l½-����ÊÓ~iÉ � ~p¿��G�G¾E��¿�¿��EÃl~pÊË�E�l�A���A�A~f¿����-Ã � ~pÃ�Ö
Ã��)���EÃ���¿M~��A�¥�fÅ���Å6�A�EÊË�)�-�)� � ÊË�o��~�ÄE�����-�i�f¿���½-��¾E¾E��¿��iÅ�¾E��½��E�6�A�P½��E��Å����)~p¿��)É � �p�A���-�M~p�-�
¾E��Ê
�¤��¿SÊË�(�-�Ó�-�9�EÅ�½-����ÊË�E���¤Å��p���A�ÓÔ�����ÊÓ~
�-�9ÊÓ~��A����¾E�Þ�S»p~p���9��Ã�Ã��o���A�S�-�EÅ�¾E���Á���A�9�)~
����¾E�������E�-ÄE�Ë¿����-��~p���'�ËÉ � ���-�-�Q����¿��o���A�Ý¾E��ÊË�
���l�A�E���Q�EÅ�½-���EÅ�Å��
��� � ���)~��A�"Å���Å6�A�EÊÓ~3�-�
� � ÊË�E�A~pÄE�����-�W�pÍG~p�-¾E���A~D�-�-½-��ë@Íl¿M~PÅ�¾E��½À�E�6��~��-�E¿�¿M~P���E¿M~pÄE�����-�
�A�A~D¿M~DÅ6�A� � ��� � �A~D�-�E¿�¿��
»�~p�����
¾E��¿����-�-�
�-�E¿�¿M~fÊÓ~��A����¾E�+�
¿M~PÅ6�A� � ��� � �A~P�-�E¿�¿M~f����¾E�������E�-Ä�~P¿����-��~p���+���¼É � �EÅ6�A�����-��Î
�S� ���A�
½-��¾E¾E��¿��¤Å�¾E��½À�E�6�A�
¿��¼ÊË���¤¾�Æ-�
Æ)~p�-�-�Ñ���EÅ��3���G�A�E���EÅ�ÅA~p�l�A�'��Å6�A��ÊË��¿M~��G�A�SÊË��¿Á�A�
Ã����p�A�-�À�-��Å6� � �-���-Í-ÊË~¼¾�Æ-��ÊË��Æ)~p�-�-�
~p�-¾ÇÆ-��½����6��~��A�
~¼¾�~p½-�����D��¿ÀÅ���Ã��-�ÁÌ)¾�~��A�¼�-�@Ã��ÇÖ
�-�E�A~pÄE�Á���-�pÍ¥���Ë½)~p�6�A��¾E��¿M~p���iÉ � �E¿�¿��Þ�-�ÀÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�f�EÅA~ � Å6�A�Á»p~¥Î G ���ÓÈ)~pÅ6��~�»p~¤���¥Ô×~����A�~�»��E�P�A���>»�~��A�Û��¿9ÊË�(�-�Û�-�.Ã��E�-�o��~��A�¤� � ���A�.Ã�¿��S�E¿��EÊË�E�l�A�.�-� � �)~Ó¾E�E�6��~Û�-��ÊË�E�-Å������-�pÍ
È-��Å���Ã��)~�»�~
½-���E�-�-�E���Þ���3¾E���-Å����-�E�A~pÄE���p�-��¿ º �dmË¾E���E�-Ä�~
�-�E¿�¿ º ~p¿ÁÃ������\�AÊ
�-Î'â ½-����½���Å��Á�A�
�-�¥É � �EÅ6�A���-�E¿�}W~p½-�Á�A��¿�� © �-�¥É � �EÅ6��~��A�EÅ��¥�-�o�A�E��ÊË���-�M~pÊË�D~p½-½ � �l�A� � �Ë~p¿�Ã������\�AÊ
�P�-�Ã��E�-�o��~�ÄE�����-�Þ�EÅA~ � Å6�A�Á»�~Ë½À�E�i¾E¿M~pÅ�Å��S�-�8��Ã�Ã��o���A�8¾E��Ê¼È-���)~��A������¾ÇÆ-�ÞÅ��G�-�-��Å6Ô×~p�-�Ë½)~p�6�A�\Ö
¾E��¿�~p���¥���E¿M~pÄE�����-�(�-�¥����¾E�������E�-Ä�~D�-�E¿�¿M~fÔ�����ÊÓ~

xn = axn−1+bxn−2

Î'Ü9�E�Ý�A~pÃ�Ã�� � �-Ã��E���
É � �EÅ6�A�Ñ�-��Å6�A���Ñ��È-���o���A�Á»��-ÍÀ¾E�(�-�ÁÌ)¾�Æ-�M~pÊË�ËÃ�¿��9�E¿��EÊË�E�l�A�9�-�9��~p¿��S¾E¿M~pÅ�Å��.���"�A�E��ÊË���-�S�-�
¿����-Ã � ~pÃ�Ã������EÃ���¿M~p���)�A�A~pÊË�Á�A�f��Å���Å6�A�EÊË���-�À� � ÊË�E�A~pÄE�����-�pÎ ä �¥Ì)�-��½-����»(�M~pÊË�¤¾�Æ-��¿ º ~p¿\Ö
Ã������Á�AÊ
� Ãp�(�-���-�E¿�¿M~�½-����½-�����o��Â�}
â � ÍW¾E���(á � �A��¿��ÁÄEÄ�~ � �hè �A�EÊË½À��~pÊËÊË���6�A�ÁÄEÄ�~��A�
¾E��Å6��~p�l�A�Çé�Î ß ��½ � �l�A�3�-�.���ÁÔ��E����ÊË�E�l�A�Û��Ê
½À���6��~p�l�A�¤½À�E��¿M~ÓÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�¼�EÅA~ � Å6�A�Á»p~
�-����Ã�Ã��o���A��¾E��Ê�È-�Á�)~��A�����À�-�@�-��ÊË�E�-Å������-�fÌ)Å�Å�~>�Ç~

n
�-� � �)~¼¾E�E�6��~�¾E¿M~pÅ�Å���¾E���-Å���Å6�A�����

� ÜD�ÒÍÝ�-��»��Ó»(���E�-�Û���l�A���(�-�p����~ � �)~"� � ��»�~ ÊË�o�A�(�-��¿���Ã���~3�-�
Ã��E�-�E�A~pÄE�Á���-�Ñ~p¿Q�A�EÊË½À�
Å6�A�EÅ�Å���Å��EÊË½-¿���¾E�¼�o���dmË¾�~p¾E�p����¿.ÊË�o�A�G�-� ¹ }XW°Ø ¹ � � ÊË�E�A~��A���-ÃÑ�pÔW}
��Ê¼È-���)~��A�����M~�¿
WDÈ2�6�E¾o�AÅ�ÙÇÎ�� � �EÅ6�A��á � � ½)~p�6�A��¾E��¿M~p���ÛÊË�o�A�(�-���-�i¾E��Ê¼È-���)~��A�����M~ �E� � ÊË�E�A~��A�Á»�~��
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¾E��Å6�A� � ���A�Á»�~��-�)¾ � �)¿M~D�-�EÅ�¾E����ÄE�����-��½ �Y� �EÅ�Å��E���i�A����»p~���~¥Íl½À�E�Ý�EÅ��EÊË½-���-Íl���+� ÐWåDçSÜQÜ/�ÒÎ
Ú(�(¾E��ÊË���-¾E�M~i�oÕ��o��� � ~p�-�-� � �)~P½)~p�6�A��ÄE�����-�+�-� � �)~D¾E¿M~pÅ�Å��
�-�¥��Ã�Ã��o���A�(Å��E¾E���-�-��¿M~f¿������
�-��ÊË�o�-ÅA�Á���-�"Ø��-�oÌ)�-�Á��~3~p�-�EÃ � ~���~pÊË�E�l�A��ÙÇÎÓç º ��È-���o���A�Á»l�ÑáË½����ÝÉ � �E¿�¿��3�-�Q�oÕ��o��� � ~p���
� �)~¤Å�½À�E¾E�����-���EÅ�½)~p�-Å������-�D¿��(¾�~p¿��fÅ � ��Ã��-����Ã�Ã��o���A�¼�-� � �)~¼�)~���~¤�-��ÊË�E�-Å������-�pÍ(½-����Ö
� � ¾E�E�-�-��¾E��Å9�f� � ���A�
Ã�¿��
��Ã�Ã��Ç�A�A�
�-�E¿�¿M~"�-��ÊË�E�-Å������-�ÓÅ � ¾E¾E�EÅ�ÅA�Á»�~��EÅA~�����~pÊË�E�l��� � �)~
»���¿Á��~¥Î3åP�+¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~ � � Å����-Ã���¿��3��Ã�Ã��o���A�"½-���(� � ¾E� � � ���-Å����EÊË�
�-�+� � ��»(�+��Ã�Ö
Ã��o���A��Å��E¾E���-�-� � ��¾E�E�6�A��½)~p�A~pÊË�o�A���-ÎhåP�iÅ���¿��Á�A�-ÍQÅ�� � �)~�¾E��Å6�A� � ÄE�����-��Å��ÁÕ@~�����~�á
~pÈ-È)~pÅ6��~p�-Ä�~Ó���EÃ���¿M~p���pÍ�½ �Y� �EÅ�Å��E���¼�A�A~p�-�p����~Ë���"¾E�(�-��¾E� � �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-� � �)~+�^���<���¡ p¢�£
¤d¥	¦^¦ � ¤^¤ £���§¨��� ©��ÒÍ(¾�Æ-�Dá � �ÛÅ���Å6�A�EÊÓ~Þ½ � �A~pÊË�E�l�A�fÔ�����ÊÓ~p¿Á�pÍG�EÅ�½-���EÅ�Å��
Ã��E�-�E�A~p¿�ÊË�E�l�A�¾E��Ê
��Å��EÃ � �p�

{
(a)
(k)Ã (e1(k)) · · · (ek(k)).

Ø � Î � Ù
ç8��¿��o���A�E�����-�E�-�p��~p�-�
���G�A�E���@½���Å��Á�A�Á»(�ÒÍ

(a)
Å��8�-��¾E�e  ¤^¤ £���ªe Ë�

(k) Ã (e1(k)) · · · (ek(k))
áÛ¿M~u«��¬�N¢ ¥�­ £���§¨�Û�-� (k) Î ß �)~"���EÃ���¿M~��-�
Å � ¾E¾E�EÅ�Å������-�½ �Y� �EÅ�Å��E���"�A~p½-½-���EÅ��E�l��~���~��A�A~pÊË�Á�A�Û��¿WÅ � �® ��¡¯L�d�¬��¢�£°�<�d§¨�d��  ­ £���§¨�oÍQ¾�Æ-��ápÍW�)~�¿�¿M~�-�oÌ)�-��Äo�����-�pÍ+���¥Ì)�-�Á�A�-ÍÝ¾E��� � �)~��A~p�-��¾E�Ñ�E���o�A��¾�Æ-�o����~��A�-Î ¹�ºÝ� � ~p¿�È��E�������4¾ � ��¿M~

�A~p�-��¾E��Æ)~��o�A��¾ÇÆ-�o����~
a
Ø�¾E��ÊË�"¿ º ~pÅ�Å�����ÊÓ~lÙ¼����~p¿���¾ÇÆ-� ��Ã��-�f�-�G�-� �o�A��¾ÇÆ-�o����~��A�

k½-���G� � ¾E�
k
Ì)Ã�¿��ÒÍS�o�A��¾�Æ-�o����~��A�+����Å�½��o���A�Á»p~pÊË�E�l�A�

e1(k), . . . , ek(k)
Î ß � º ��ÊË½À���6��~p�l�A�

���¥Ô�����ÊÓ~�ÄE�����-�P�E� � ÊË�E�A~��A�Á»�~�½-���(�-�p����~¼�)~p¿�¿M~¼���EÃ���¿M~¼�-�@Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-��á�¿M~¼Å��EÉ � �E�-Ä�~
� � ÊË�E����¾�~��-�E¿�¿���¾�~p���-���)~p¿��Á�AÂ¼�-�E�S¿��Á»��E¿�¿Á�@�-�E¿Á¿ º ~p¿�ÈÀ�E�����-�SÃp�E�-�E�A~pÄE�����-�¤~pÅ�Å��G¾E�M~��A�Ó~p¿�¿M~
���EÃ���¿�~¥Î'}
�G���ÁÔ��E���M~pÊË�i~fÉ � �EÅ6��~P¾E��ÊË�
~fÉ � �E¿�¿M~iÅ��EÉ � �E�-Ä�~±¢<�d²9�d�Lª|£C§� �²� ³¢� ��C�¡ D���EÃ���¿M~
�-�@Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-�pÎ
çS~ ½-�����-¾E��½)~p¿��Û~�½-½-¿���¾�~pÄE�����-�Ó�-�E¿�¿M~"Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�Ñ�EÅA~ � Å6�A�Á»�~�áÑ¿�� Å6� � �-�����-�E¿�¿��

½-����½-�����o��ÂÓ�-�E¿�¿��¤¾E¿M~pÅ�Å��'�-�'��Ã�Ãp�o�����.�Ñ�-�EÃ�¿��.~p¿�Ã������Á�AÊ
�S¾ÇÆ-����½À�E�A~p�-�ÑÅ � �-�'�oÅAÅ��pÎ ä �
¾E�E�6�A�¥¾E~pÅ��ÒÍl~p�-¾�Æ-�WÅ��WÃ�¿��¥~p¿�Ã������\�AÊ
�G�-�(Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�W�EÅA~ � Å6�A�Á»�~DÅ����-�DÊË��¿Á�A�f�dmË¾E���E�G�A�ÒÍ
½�����¾�ÆY´���¿�� � ÊË�E���
�-�@��ÃpÃ��o���A�@¾E���EÅ�¾E�����ÑÊÓ~p�-���E�A~¤�EÅ�½À���-�E�-ÄE�M~p¿���¾E���3¿��D�-��ÊË�E�-Å������-�
�-�Á»��E�l��~Ñ½-�A~��A��¾�~pÊË�E�G�A�¼��ÊË½-����½À���-�ÁÈ-�Á¿Á�¼Ã��E�-�E�A~p����� � ���A�'Ã�¿��.��Ã�Ã��o���A�'�-�Ý�-��ÊË�E�-Å������-�
�E¿��Ç»p~��A�pÎ ä ��É � �EÅ6�A�S¾�~pÅ��SÅ��8½ �Y� É � ���-�-� � �A��¿��ÁÄEÄ�~p��� � ��¾�~pÊË½-�����-�PèXÅ���Ã��-�ÁÌ)¾�~��A�\»���éD�-�
��Ã�Ãp�o�����G�-� � �)~P¾E�E�6��~D�-�ÁÊË�E�-Å������-�+�W�-�Á»��E�l��~PÉ � ���-�-�GÔ����-�)~pÊË�E�l��~p¿��+½À�p�A�E�.Ã��E�-�E�A~p���
��~p¿�����Ã�Ã��o���A�@���3ÊÓ~p�-���E�A~¼¾�~pÅ � ~p¿��pÎ
â4�-�ÁÕ��E���E�-Ä�~f�-�E¿�¿M~�Ã��o�-�E�A~pÄE�����-�+�EÅA~ � Å6�A�Á»p~¥Í��-�GÅ���¿��Á�A�iÃ��E�-�E�A~p���+����ÊË�(�-�i¾�~pÅ � ~>Ö

¿����E� � �-�ÁÔ�����ÊË� � � ��Ã�Ã��o���A�Ë����Å � ¿Á��~��EÅ�Å��E���¼½-��ë"�-�¡mË¾E��¿��pÍ)Å���½-�A~���� � ���A�Ó½��E�PÉ � ~p�l�A�
����Ã � ~p���)~Ó¿ º � �-�ÁÔ�����ÊË�\��ÂÓ�-�E¿�¿M~ÛÃ��E�-�E�A~pÄE�Á���-�
�
¿M~Û¾E��ÊË½-¿��EÅ�Å��Á��ÂÛ�-�EÃ�¿��'~p¿�Ã������Á�AÊ
�S�A����Ö
»�~��A�ÒÎ ä �¥Ô×~����A�Ý½À�E�ÞÃ��E�-�E�A~p���Ë����ÊË�G�-��¾�~pÅ � ~p¿��
�E� � �-�\Ô�����ÊË� � ����Ã�Ã��o���A��È-��Å���Ã��)~
�A�E�-�E���¤¾E���G�A�Û�-�p� Å���¿��Ó�-�E¿�¿M~
�-��ÊË�E�-Å������-�Þ����¾�Æ-���EÅ6��~¥ÍÀÊÓ~Ó~p�-¾�Æ-�¼�-�E¿�¿M~
�EÉ � ��½-����È)~>Ö
È-��¿��\��Â"�-�
� � ���A�WÃ�¿��
��Ã�Ã��o���A�W�-�E¿�¿M~"¾E¿M~pÅ�Å��3¾E���-Å����-�E�A~���~�¾E���4�-��ÊË�E�-Å������-�Û����¾�Æ-���EÅ6��~¥Î
ß ���EÅ��EÊË½-���
¾E¿M~pÅ�Å���¾E�
½À�E�iÅ�½-���EÃl~p������¿@¾E���-¾E�o���A�Ëá�É � �E¿�¿��
�-�E¿�¿M~�¿Á�p�����o�A��~¥�Ý~pÈ-È-�M~pÊË�
� � º � ���)~�¾E���G�A�E�-�E�l�A�f�-���E¾E�-½)~p¿�¿����-�W� � ÊË�E�A~��A���)~ ª ~ � `(~p�
��Ã��-�-�EÅ6�A�A~pÄE�����-�i¿M~D½)~p¿\Ö¿����)~i�EÅ6�A�A~�����~P»(���E�-�
����È � ���Ç~>�Ç~f�-�E¿�¿ º � ���)~¥Í�É � ���-�-�¥��Ã��-�G»l��¿Á��~f¾E�M~pÅ�¾ � ��� � ÊË�E���DÆ)~D¿M~
Å6�A�EÅ�ÅA~¤½-����È)~pÈ-��¿��\��ÂËØ 1
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ÙÝ�-� � Å�¾E�����f�-�EÃ�¿���~p¿Á�A���ÒÎ ä ¿�¾E���-¾E�o���A�¼�-��Ã��E�-�E�A~pÄE���p�-�f¾�~pÅ � ~p¿��
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�E� � �-�ÁÔ�����ÊË��áf½-����½-������É � �EÅ6�A�-�ÝÅ��
S
áf¿M~�¾E¿M~pÅ�Å��f�-����Ã�Ã��o���A�)�-�)�-��ÊË�E�-Å������-��Ì)Å�ÅA~���~

n
¾�Æ-�¼½À��Å�Å����-�Ñ�EÅ�Å��E���
�EÅ6�A�A~����A�ÒÍ���Ã�� � �-�ÑÆ)~Ó½-����È)~pÈ-��¿��Á��Â 1

|S|
�-� � ÅA¾o�����pÎÞç8�ÛÅ�¾E��½À�

áÑÉ � ���-�-�WÉ � �E¿�¿�� �-�WÃ��E�-�E�A~p����~�¿�Ã������Á�AÊ
�+�dmË¾E���E�l�A��¾�Æ-�Ñ�EÅ6�A�A~pÃ�Ãl~p�-� � �4�E¿��EÊË�E�l�A�
�-�S�-��ÊË�E�-Å������-��Ì)Å�ÅA~���~ÓÅ��E�-Ä�~Ñ~�»��E���¼~Ë¾ÇÆ-�ÞÔ×~p���Þ¾E���"� � ���A�SÃ�¿��S~p¿Á�A���µ� Ï �ÒÎiâPÈ-È-�M~pÊË�
~�Õ������l��~��A�Þ��¿)½-����È-¿��EÊÓ~��-�E¿�¿M~�Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�f�EÅA~ � Å6�A�Á»p~Þ�P¾E~pÅ � ~p¿��f�-�À��ÃpÃ��o���A��¾E��Ê¼È-�\Ö
�)~��A�����-½)~p�6�A��¾E��¿M~p���(�)~��A�)½À�o�+Å6� � �-�M~p������¿-½-����È-¿��EÊÓ~D�-�EÃ�¿��)~p¿�¿��Á�-��~pÊ
�E�G�A�¥�-�)Å��EÉ � �E�-ÄE�
�-�8å G â¤�)�@¾E��Å����-�-�o���A� ¦  �ª|ª|£C§	£ ¦d¥ �¶ª|£C§� �§	²�£PØÒ}W~p½-�Á�A��¿��±�lÙÇÎQç8�8~pÈ-È-�M~pÊË�¼Ã��E�-�E�A~��A��A�A~pÊË�Á������¿-ÊË�o�A�(�-� ¹ }XWb�fÅ � ¾E¾E�EÅ�ÅA�Á»�~pÊË�E�l�A�D~pÈ-È-�M~pÊË��¾E�E��¾�~��A�¤�-��~p½-½-���pÔ����-�-�����i�
É � ~p�l�A��ÊË�E�-����¿�¿ � Å6�A�A~p���P¿��D½-����È-¿��EÊÓ~��A�Á¾ÇÆ-�P���E¿M~��A�Á»��D~p¿�¿M~Þ¿������¼Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�D¾�~pÅ � ~>Ö
¿��pÍÀ����Å���¿Á��~
�A�A~pÊË�Á�A� � ��~p¿�Ã������Á��ÊË�Ë½-� � ���A��Å6�A�Û¾E��Ê
½-¿��EÅ�Å��Ñ�)~ÛÜ9���G�9I"���#� Ü9���ÒÍ��¼¾ÇÆ-�
�-���9»��������EÊËÊË�Ñ~�Õ������l��~p���¤�)~ � ��½ � �G�A�Ñ�-�9»(��Å6��~Û½-��ë ¾E��Ê¼È-���)~��A�������-ÎDåD~Ñ�-�p��~p���
¾�Æ-�Û¾E���-Å����-�E���M~pÊË����~p¿��+¾�~pÊ
ÊË���-�Q¾E����½)~pÅ�Å��W�-�E¿+�A��½��

(1, 1)
�
(1,−1) ÍQ~p�-¾�Æ-�ÑÅ��½��p�A���EÊËÊË�
¾E���-Å����-�E�A~p��¿��8¾E���"½)~pÅ�Å��9½-��ë�Ã��E�-�E����¾E�ÒÎ
âPÈ-È-�M~pÊË�Ë~�Õ������l��~��A�Ë��¿@½-����È-¿��ÇÖ

ÊÓ~��-�E¿�¿M~�Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�3¾�~pÅ � ~p¿��3�-����~p¿��W¾�~pÊËÊË���-�
�A�A~pÊË�Á��� � � ÊË�o�A�(�-��~����ÁÌ � �A�
~p�l�A��¾E��½)~��A�-Î ä ½-����ÊË�S� � �¼¾�~p½-�Á�A��¿��S¾�Æ-�
~pÈ-È-�M~pÊË�ÓÉ � �.Å����l�A�o�A��ÄEÄ�~��A�Û���G�A���G� � ¾E���-�Û��¿
¾�~p½-�\���p¿���Å � ¾E¾E�EÅ�Å��Á»l�-Î ä �¥Ô×~����A�@Å��EÊË½-���Þ~�½-����½À��Å��Á�A���-�@¿����-Ã � ~pÃ�Ã��À���EÃ���¿M~p�����-�EÅ�¾E���Á���A�
�)~P����¾E�������E�-ÄE�W¿����-��~p���ÒÍ��-�E¿)}W~p½-�Á�A��¿�� � �EÅ6�A�E�-�-�M~pÊË� � �
~p¿�Ã������Á��ÊË�i�A���>»�~��A�D�)~³·¥Îlà�ÎÜ9�E�)~ � �
�E��W¼Î Ï �(É � �EÅÝ���u� Ü Ï �-½À�E�'��¿¥¿����-Ã � ~pÃ�Ãp�Á�P�-�)ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�

L = ε+La+Lbb
Í

���Ó¾ � �ÒÍ � �A��¿Á��ÄEÄ�~p�-�-� � �ÛÃ��E�-�E�A~��A����� � �-�ÁÔ�����ÊË�i�-�ÀÈ-�Á��Í(Ã��E�-�E���M~pÊË�Þ���ÓÊË�(�-�Þ¾�~pÅ � ~p¿��
�E� � �-�\Ô�����ÊË�¼��¿9¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á�Ó�-� � ����È����)~p¾E¾E�

L = ε + La + Lbb + Lccc
Î¤çS~Û¾E��Ê�Ö

½-¿��EÅ�Å��Á��Â��-�
��~p¿��3~p¿�Ã������\�AÊË� ����Å � ¿Á��~ �EÅ�Å��E���"¿����-��~p���pÎ�åP��½À��~�»��E���"~p½-½-¿���¾E~��A� ��~p¿��
~p¿�Ãp�����Á�AÊ
�Û���Á»(��Å6�A���9�Ë~p�-�EÃ � ~��A�3~p¿�¿M~Ó¿ � ¾E�¼�-�E¿�¿��¼½-����½-�����o��ÂÛ�-�E¿Ý� � ��»l�3¿����-Ã � ~pÃ�Ãp���¥Í
��½��E���M~pÊË� � �)~ËÃ��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~pÄE���p�-�Þ~�¿����-Ã � ~pÃ�Ã������EÃ���¿M~p���@�-�EÅ�¾E���Á���A�8�)~
����¾E�������E�-ÄE�Þ¿��\Ö
�-��~p���@¾E����¾E�(�dmË¾E���E�l�A�8���G�A�E���8~

k
�A�E��ÊË���-�×Î

¹�º ����ÅA~p½ � �A��¾�Æ-�Ñ¿��Û½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�+¾ÇÆ-�Ñ�o»(�Á��~p�-� �WÊË�p�A�Á»(�+�-�
¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~ �A���pÍÝ¾ÇÆ-�
�-�oÌ)�-�����EÊ
���-�E¿S}W~p½-�Á�A��¿�� « Í¥Å����-�
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����¾E�E��¾�Æ-� Å�¾E���E�l�A�ÁÌ)¾�Æ-� � ÊÓ~��A�EÊÓ~>���Á¾�Æ-��¾E��ÊË���-¾E�M~p�-��¾E��� � �%�EÅA~pÊË�"�EÅA~ � Å6�A�Á»����-�
� � ���A�@�@½À��Å�Å���È-��¿���¾�~pÅ��8�-�8½-��¾E¾E�p¿�����Å6��~p�-ÄE���-� � ��½-����È-¿��EÊÓ~¥Îµ� � �EÅ6�A�8���-Å����EÊË��Å�½À�EÅ�Å��
Æ)~p�-�-� � �)~ÑÅ6�A� � ��� � �A~Ñ¾E��Ê¼È-���)~��A�����M~�`@É � �EÅ6�A�Ñ» � ��¿Ý�-�����¼¾�Æ-�
½À��Å�Å��M~pÊ
�ÛÔ×~p���-���-�E�
ÊË�G�-�E¿�¿��
¾E���4Å��EÊË½-¿���¾E�WÅ6�A� � ��� � ���3�-��Å�¾E���o�A�pÍ
¾E��ÊË�Ñ¾�~pÊËÊË���-�×ÍÝÃ��A~�Ì8Í+½)~p����¿��Û�-� � �
¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á�Ë�Û½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�ÒÎD} º á � �)~ÓÊË�o�A�(�-��¿���Ã���~
���"¾E���EÅ�¾E�Á��~Û�¤��� ÊÓ~�� � �A~pÄE����Ö
�-�3½À�E�Ë~�Õ������l��~p���Û��~p¿��W½-����È-¿��EÊË�W���4ÊÓ~p�-���E�A~ Å���Å6�A�EÊÓ~��A��¾�~¥Î G �E¿�¾E���l�A�EÅ6�A���-�E¿�¿M~Ã��E�-�o��~�ÄE�����-�¼�-�EÃ�¿��9��Ã�Ã��o���A�9¾E��Ê¼È-���)~��A�����×Í�¿��ÛÅ�¾E��½��Ñ½-����ÊÓ~p���Á�Óá¤¾ÇÆ-�¼��¿S¾E��Å6�A�Ñ�-�E¿�¿M~
¾E��Ê
½ � �Ç~�ÄE�����-�ËÅ��M~3½-����½À����ÄE���p�)~p¿��Ë~p¿Q� � ÊË�E�����-�EÃ�¿��Q��Ã�Ã��o���A�ÝÃ��E�-�E�A~��A�ÒÎ ß ��~�¿�Ã���Ö
���Á�AÊË�Ë½À�E�P¿M~ËÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�¼�EÅA~ � Å6�A�Á»�~ÛÅA~p�AÂÓ½À���9¾E���-Å����-�E�A~��A�B��õ ¦ £��d§	²9�fÅ�� � �A��¿��ÁÄEÄ�~Å���¿�� � �"¾E��Å6�A�Ó�-�S¾E��ÊË½ � ��~pÄE�����-��¾E��Å6��~p�l�A�Þ½À�E�f��Ã�Ã��o���A�-Í)����Å��E�-Å��Ñ~pÊËÊË���6�A�ÁÄEÄ�~��A�-Î
� ~p¿��)~p¿�Ãp�����Á�AÊ
�(Å��-�-��¾E���-��Ã��(�-�E�����-�E¿�¿M~D½-����½-�����Ç�ÇÂ�}
â � ØÒ}
���-Å6��~p�l�+âPÊË���6�A��ÄE�E� � �\Ö
ÊË�pÍ�½À�E�Ý�EÅ��EÊË½-���D»��E�-� Ê ²�²¶«1Ó ß�ß�ö/ö/ö Ú�¦^¤NÚf¥ ØO£ ¦NÚ�¦  Lß ∼Õ^� ¥�¤^÷ �dÔ^ß-ÙÇÎÝì���¿Á�A�-~p�6�A��¾E��¿��GÆ)~p�-�-�Å6� � �-�M~��A�D�¥¿����-Ã � ~pÃ�Ã��G���EÃ���¿M~p���G�������E¿M~pÄE�Á���-�W~p�
~ � �A��ÊË�¥~PÅ6��~��A�(Ì)�-�Á�A�1� çÝÍ Ï ÍlÚ<�ÒÍG~p¿Á�A���
Æ)~p�-�-�Û�A�A~�����~��A�Ñ~p¿�Ã������Á�AÊ
�9¾E����¿M~Û½-����½-�����o��ÂÑ}
â � Í8ÊÓ~Ó�-�EÅ�Å � �-��Æ)~Ñ¾E���-Å����-�E�A~��A�
¿M~3½À��Å�Å���È-��¿��\��Â3�-� � �-�����Ó�+� � �Û¾E���-¾E�o���A�ÒÎ ä �A�ÁÅ � ¿\�Ç~>���Ý¾�Æ-�Û���l»l�E¾o�Û�p���A�E�-�M~pÊË��Å����-�
�EÅA~�����~pÊË�E�l�A� � �Ë¾E���-� � È-�����-�E��� � �f¾E���-¾o�o�����4� ÐWÜQÜ/�ÒÎ ä �ÓÉ � �EÅ6�A�¤¾�~p½-�Á�A��¿����-�oÌ)�-�����ÇÖ
ÊË� � �Ñ~p¿�Ã������\�AÊ
�¼}
â � ½À�E�
¿�~ÞÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�f�EÅA~ � Å6�A�Á»p~¤�-� � �)~Þ¾E¿M~pÅ�Å��P�-�À¿����-Ã � ~pÃ�Ãp�
¾E���-�-�oÅAÅA~ ¾E�����+Å���Å6���oÊË�+�-�
� � ÊË�E�A~pÄE�����-�ÓÅ6� � �-�M~��A�+�)~"â¤Î'ã)�A~p�E�YKp�E¿
��� ���E¿M~pÄE�Á���-�
~"ÊË��¿Á�A�Ë�-�ÁÕ��E���E�l�A�W~p½-½-¿���¾�~pÄE�����-�PØ�½��E�¼�EÅ��EÊË½-���ó� ã � � ÙÇÎ ä ��� ã��ÒÍÝ¿ º ~ � �A�����Ó½-����»�~ ��¿Å��EÃ � �E�l�A���A�E�����EÊÓ~¥�
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ü ù<��õ>ù(ø�ö � F×û ë�£� 
1 = x0 < x1 < . . . < xn < . . . ¥ §�  ¤ �¬ý ¥ �d§ ­  #¢�£Í£C§	²9�d¿�L£ Ú Òµ��§	£_£C§	²9�d�¬�Á§¨��§t§¨���� �²�£CØ�� m Ê  �«��¬� ¦ £ ¤  �ª��d§	²9� ¥ §� "�¬ L«�«��¬� ¤ �d§	²�  ­ £���§¨��§¨�d�

¤ £ ¤ ²9�dªe  {xn}n≥0 þ ¢<�d�C�¡ JÕ?���Lªe 

m =
n∑

i=0

dixn−i,

¢<��Ø��
di
¤ ��§¨�±£C§	²9�d�d£D§¨��§È§¨���� �²�£CØO£ ¦^Ê � ¤ �N¢�¢�£ ¤ Õd �§¨�|�¡  ¦ ��§�¢�£ ­ £���§��NÓ

dnx0 + · · ·+ dn−ixi < xi+1, i ≥ 0.
}
���

d0 · · · dn
Å��-���G�A�E�-�-��¿M~P�A~p½-½-���EÅ��E�G��~pÄE�����-���-�

m
Ø×�-�-¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
Ù.�-�E¿-Å���Å6�A�EÊÓ~

{xn}n≥0

Î�åD~Ñ�-�p��~p����¾�Æ-�
��� ��~p¿��¼�A~p½-½-���EÅ��E�G��~pÄE�����-�
~pÃ�Ã�� � �-Ã��M~pÊ
�Ñ~ÑÅ����-��Å6�A�A~ÓÃ�¿��
ÄE�E���ÒÎÑ}
��Å9� � �����l���o�A�3½ �Y� ~�»l�E���Ë½-��ë��-� � �)~��A~p½-½-���EÅ��E�l��~pÄE�����-�ËÊÓ~�~p¿ÝÊÓ~pÅ�Å���ÊË�
� �)~��-� � �)~
�)~���~�¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~¥Î
w(m,n)

���-�-��¾�~3¿M~Ñ�A~p½-½-���EÅ��E�l��~pÄE�����-�Ó�-�
m
�-�Ý¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
Í.ÅA~p½��E�-�-� ¾�Æ-�

m <
xn+1

��¾�Æ-����¿.Å���Å6�A�EÊÓ~ {xn}n≥0

á�¾�Æ-�M~p�A~pÊË�E�l�A�¤Ô������-�Á�A�Ó�)~p¿'¾E���l�A�EÅ6�A�-Î ä � � ��~p�;Ö
�A��¾E��¿Á�
Å � ¾E¾E�EÅ�Å��Á»l�-ÍÀÐW~p��¾ � ¾E¾E�9� Ï ���)~p¿��-�D� Ð Ï �9~p½-½-¿���¾�~p�-�
��¿ � �E�����EÊÓ~ © Î � ½À�E�i�)~p���
� � º ���l�A�E��½-���o��~pÄE�����-�+¾E��Ê�È-�Á�)~��A�����M~i~p��~p¿�¾ � �-�+ÅA�oÉ � �E�)ÄE���-�(���l�A�E���G���Þ�A�E��ÊË���-�G�-�(¿��Á�(Ö
Ã � ~pÃpÃ��8���EÃ���¿M~p���ÒÎ ä ��½)~p�6�A��¾E��¿M~p����¾E���-Å����-�E�A~p�-�ËÅ��EÉ � �E�-ÄE� {xn}n≥0

¾�Æ-�ÞÅ��(�-�-��Å6Ô×~p�-�
� �)~�����¾E�������E�-Ä�~��-�E¿�¿M~¤Ô�����ÊÓ~¥�

xn = axn−1 + bxn−2,
Ø © Î � Ù

¾E����¾E���-�-��ÄE�����-�W���-��ÄE��~p¿Á�
x0 = 1

Í
x1 = c

Í
�-��»��
a, c ∈ N \ {0} Í b ∈ Z

Í+�3��~p¿��
¾�Æ-�

a > |b| Î%Ú � ½-½À���-�M~pÊË��¾�Æ-� x−1 = 0
Í
x0 = 1

ÍW½��E�Ó~�»��E���
x1 = c = a

�
Σ = {0, 1, . . . , a} Î ä ��É � �EÅ6�A��¾�~pÅ���½À�E� b > 0

¿M~Û¿��o���A�E�A~
a
�-����¾E��ÊË½)~p����¾E��ÊË�

� ¿Á�A��ÊË~Ë¿��o���A�E�A~Û�-� � �)~Û¾E�(�-�ÁÌ)¾�~Û½À�E��¾�ÆY´
¿M~ÓÅ��EÉ � �E�-Ä�~3á
1, a, . . .

É � ���-�-�ÒÍ@½��E��¾E���(Ö
»��E�-���E�-Ä�~¥Í�~pÅ�Å � Ê
�M~pÊË�

c = a+ 1
Î+Ü9�E�iÃl~p�A~p�G�A�����D¾�Æ-� {xn}n≥0

Å��M~ � �)~
Å��EÉ � �E�-Ä�~
�-�8���l�A�E���@�-�����-�EÃl~��A�Á»(�ÒÍ-¾E���-Å����-�E���M~pÊË��¾�Æ-�

a2 + 4b ≥ 0 ¾E��ÊË��¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~Ó�-�E¿�¿M~½-����ÊÓ~Ñ~pÅ�Å � �-Äo�����-�
a > |b| `'É � �EÅ6��~�¾E���-�-��ÄE�����-�
��ÊË½-¿��Á¾�~3~p�-¾�Æ-�Ó¾�Æ-�Ó¿M~ÑÅ��EÉ � �E�-Ä�~�-�oÌ)�-�Á��~�áËÅ6�A���o����~pÊË�E�l�A�Ó¾E���EÅ�¾E�E�l�A�Ñ�E¾E¾E�o���A� ¾�Æ-�Ó½À�E�¤��¿Ý¾�~pÅ�� È)~p�)~p¿��

xn = xn−1

Î
âP¿�¾ � �-�)Å6� � �-�-Å � ¿�¿���¾E���-�-�oÅAÅ����p�-�-�A�A~�Å���Å6�A�EÊË�-�-�-� � ÊË�E�A~pÄE�����-�pÍl¿����-Ã � ~pÃ�Ãp�(���EÃ���¿M~p���¥�
����¾E�������E�-ÄE�i¿����-��~p���)Å����-�ÞÅ6��~��A��½-���EÅ��E�G��~��A�À~p�-¾ÇÆ-�f���3� çÝÍ¥Ú<�ÒÎ ä �ÓÉ � �EÅ6�A�¼¾�~p½-�Á�A��¿�� � �A�\Ö
¿���ÄoÄE�E���EÊË�
¿ º ~p½-½-���(¾E¾E����½-���EÅ��E�G��~��A�Ë����� Ð Ï �ÒÍ��E�"~�»(���EÊË�Ó~
¾�Æ-��Ô×~p����¾o���"Å��EÉ � �E�-ÄE�
¾�Æ-��Å��(�-�-��Å6Ô×~p�-��Ø © Î � ÙÇÎÞÜ9�E�6��~p�l�A�3����¾�Æ-�M~pÊË��~�ÊË�ÓÈ-���o»��EÊË�E�l�A�Ë~p¿�¾ � �-�¼���-�E�¼�-�'È)~pÅ���¼����Å � ¿Á��~��A�S�)~Á� Ð Ï �ÒÎ ä ��½À�(¾�Æ-��½)~p����¿��pÍ�Ã�¿��9~ � �A�����.�-�oÌ)�-��Å�¾E���-� � ��¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á� L ÍÅ � ¿�¿ º ~p¿\Ô×~pÈÀ�o�A�

Σ = {0, 1, 2, . . . , α} Í-�-��»l�

α =
ÊÓ~$½ {

a− 1,
⌊
a2 + b− 1

a

⌋}
.
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ç º ���-Å����oÊË� L áÛ�-�ÇÌ)�-�Á�A��¾E��ÊË�Ó¿ º � �-�����-�Ë�-�
���-Å����EÊË�QÊ � � � ~p¿�Ê
�E�G�A�Ë�-��Å�Ã�� � �l�A� Ln Í�-��»�� L0 = {ε}
Ø
ε
áD¿M~¼½)~p����¿M~�» � �p��~lÙÇÍ-�pÍ-½��E�

n ≥ 1 Í Ln = {w(m,n) : m < xn}
Î

Ln
á"¿ º ���-Å����EÊ
�3�-�i� � ���A�"¿���½)~p����¿��3�-�f¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
��� L Í��"�)~p¿�¿M~�¾E��Å6�A� � ÄE�����-�~pÈ-È-�M~�ÊË�Þ¾ÇÆ-�P¿M~Þ¾�~p���-���)~�¿��Á��Â��-� Ln Ø |Ln| ÙÝá xn Í(½À�E�
��Ã��-� n ∈ N

Î ä ¿�¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á� LáÞ���EÃ���¿M~p���pÍ)�Þ½À�E�f¾�~p�A~����A�E����ÄEÄ�~p���Þ¿���Å � �¤½)~p����¿��Þ~pÈ-È-�M~pÊË�
È-��Å���Ã��-�Ë�-�S�-��Å6�A���-Ã � �E���
� � ��¾�~pÅ��Ò�
� Î
a ≥ b ≥ 0

Î ä � É � �EÅ6�A�O¾�~pÅ��%¿ º ���-Å����EÊ
���-�¤Å���Ê¼ÈÀ��¿Á���A�E��ÊË���)~p¿���á
Σ =

{0, 1 . . . , a} `(��¿¥¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á� L ½ �Y� �EÅ�ÅA�o�A�f�-�EÅ�¾E���Á���A�Þ¾E��ÊË��¿ º ���-Å����EÊË�W�-�¥� � ���A�¿��Þ½)~p����¿��
w ∈ Σ?

Í
w = d0 · · · dr

ÍÀ¾E���
di ∈ Σ

Í��Þ��~p¿��8¾�Æ-�¤Å��
di = a

Í�~p¿�¿�����~
di+1 < b

Í)½��E�i��Ã��-�
i = 0, . . . , r

Î
© Î
a > −b ≥ 0

Í
c = a

Î ä � É � �EÅ6�A��¾�~pÅ�� ¿ º ���-Å����EÊË�
�-�E�
Å���Ê¼ÈÀ��¿��'�A�E��ÊË���)~p¿Á�Qá
Σ = {0, 1 . . . , a − 1} Í'�E����¿+¿����-Ã � ~�Ã�Ã��Á� L áÛ¿ º ���-Å����EÊ
�Ë�-�E¿�¿��Ë½)~p����¿�� w =
u0 · · · ur ∈ Σ?

��~p¿��3¾ÇÆ-�"Å��
ui = a − 1

~p¿�¿��p�A~
ui+1 ≤ a − b − 1

Í���Å��
ui+1 = ui+2 = . . . = uj = a− b− 1 Í j > 0 Í)~p¿�¿����A~ uj+1 ≤ a− b− 1 ÎÜ9�E��¾E��Ê
½-�A�o�-�-�E���3~p½-½-���E�-����¿+¾ � �����Ñ�-�E¿W½-����È-¿��EÊÓ~¥Í'¾E���-Å����-�o�A��~pÊË� � ��Å��EÊË½-¿���¾E�

�EÅ��EÊË½-�Á�-Î
ÿ�þEù(ø�*.ò�� � F×û }+���-Å����-�E���M~pÊË���+� � ÊË�E���Q�-�
Ü9�E¿�¿ÒÍ

1, 3, 7, 17, 41, 99, 239, . . .
Í�Ø�Å��ÇÖ

É � �E�-Ä�~Óì �N�Y� �����B� Ú¥Ü/� Ù
�-�oÌ)�-�Á�A�8�)~p¿�¿M~¤���E¿M~pÄE�����-���-�@����¾E�������E�-Ä�~¥�




xn = 2xn−1 + xn−2

x0 = 1
x1 = 3

Ø © Î © Ù
Ú(�E¾E�p�-�-�Ó��¿ � �E�����EÊÓ~ © Î � ��Ã��-�@���l�A�E���
�-���3�-�EÃl~��A�Á»l�
Æ)~ � �)~
Å � ~��A~p½-½-���EÅ��E�G��~pÄE����Ö�-�Ñ����É � �EÅ6�A��Å���Å6�A�EÊÓ~¥ÍÝ¾E��ÊË�ÑÊË��Å6�A�A~��A� ��� � ~pÈÀ�E¿�¿M~ © Î � Î#� � �EÅ6��~ ��~pÈÀ�E¿�¿M~�»(���E�-�
� �A��¿��ÁÄEÄ�~���~
½À�E�PÃ�¿��S�EÅ��EÊË½-�.�-�E¿.¾E����Å��Û�-�S� � ���A�Û��¿S¾�~p½-�Á�A��¿��-ÎfåD~ÛÉ � �EÅ6��~Û����¾E�������E�-Ä�~
�p���A�E�-�M~pÊ
� � �Û¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á� L Å � ¿�¿ º ~p¿ÁÔ×~pÈ��o�A� Σ = {0, 1, 2} Í(½À����¾�ÆY´ α = ÊÓ~$½ {1, 2} Î}
�D���ÁÔ��E�������EÊË� Å�½À�EÅ�Å��h~p� L ¾E��ÊË��~�¿�¿ º ���-Å��Á�EÊË� �-�E¿�¿��+«Y ��¬���f�B¢�£��°�d�C� ÎIçS~����E¿M~>ÖÄE���p�-� �-�P����¾E�������E�-Ä�~��-�oÌ)�-�Á��~���� Ø © Î � Ù
�����E�l�A��~��-�E¿P¾�~pÅ�� � ÎÁÍi�E�%��¿f¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á��á
L = {1 ∪ 0 ∪ 20}∗{2 ∪ ε} Îç8�ÓÅ�¾E��½À� � ¿Á�A��Ê
�Ë�-��� Ð Ï �.á¼Å6��~��A�ÛÉ � �E¿�¿��Ó�-�9ÊË�o���A�E���¼~Ó½ � �l��� � �)~ÓÊË�o�A�(�-��¿���Ã���~
Ã��E�-�o��~�¿��+½À�E�9Ã��E�-�E�A~p���
Å���Å6�A�EÊÓ~��A��¾�~pÊ
�E�G�A�ÝÊË��¿Á�A�Q¾E¿M~pÅ�Å��G�-�G��Ã�Ã��o���A�ÒÍ>È)~pÅA~���~fÅ � ¿�¿ º ~p½(Ö
½-���G¾E¾E���Û�-�E�'Å���Å6�A�EÊË�9�-�.� � ÊË�E�A~pÄE�����-�pÎ�ç º ��ÊË½À���6��~p�l�A�Þ����Å � ¿Á��~��A�Ó¾�Æ-��½-���EÅ��E�l�A�M~pÊË�
���ËÉ � �EÅ6�A��¾�~p½-�Á�A��¿���áP¿M~Þ�-�oÌ)�-�ÁÄE�����-�P�-� � �Ñ~p¿�Ã������Á�AÊ
��½À�E�
¿M~�Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�P�EÅA~ � Å6�A�\Ö
»�~Ë�-�8��Ã��-�8Å��p���A�����-Å����EÊË� Ln �-� � �"¿����-Ã � ~pÃ�Ãp�Á� L Í � �)~
»���¿Á��~¼Ì)Å�ÅA~��A�S�S¾E�G�dmË¾E���E�G�A�
a, b
Í9�Ë�-�>»��Ó�'»p~p¿������ {xn}n≥0

Å��(�-�-��Å6Ô×~p�-��¿M~�Ø © Î � ÙÇÎÑÜ9���QÅ6� � �-�M~pÊË�3��¿Ý¾E��Å6�A�"ÊË�ÇÖ
�-���Þ�-�E¿�¿M~�½-���(¾E�E� � �A~¥Í¥½-����»p~p�-�-�¤¾ÇÆ-�P����¾�Æ-���E�-�i�A�EÊË½À�¼~pÊËÊË���6�A�ÁÄEÄ�~��A�Þ¾E��Å6��~p�l�A�pÎ ä �
½)~p�6�A��¾E��¿�~p���pÍSÉ � �EÅ6�A� ����Å � ¿Á��~��A�ÛÔ������-��Å�¾E�Ë¿M~ÑÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�Ë�EÅA~ � Å6�A�Á»p~��-�Q��Ã��-�Ý¾E¿M~pÅ�Å��
�-�@��Ã�Ã��o���A� O Í-Å��E¾E���-�-� � ��½)~p�A~pÊ
�o�A�A� p Å � O Í¥��~p¿���¾�Æ-�

|On| = |{O ∈ O : p(O) = n}| = xn.
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�������A] ]	��

�����9Y.^���Z��([���������] Z)Z��������XZ �!�
0
�
17

�!�A]#"XZ$"%����&'�(��Z#��)�&����*��+�Z\^,�!�-���.�!�lZ��;^��!�EZ
��)�&����XZ/��Z/0��A] ]1�
¹±w?v 243d�65�387x~x}��d{:9 �¸�u�;7x�°zu�-}<5³�-�?~�zu�
ä �ÑÉ � �EÅ6�A�
½)~p�A~pÃ��A~�Ô��¼½-���EÅ��E�l�A�M~pÊË� � ��~p¿�Ã������\�AÊ
�¤�-��Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�pÍ-È)~pÅA~��A��Å � �

Å���Å6�A�EÊË�9�-�9� � Ê
�E�A~pÄE�����-�pÍ�½À�E�D½-���G� � �����¤� � ���A�.Ã�¿��S�E¿��EÊË�E�l�A�9�-� Ln Í@½��E� n Ì)Å�ÅA~��A�-Í���Û�����-���-�P¿��EÅ�Å���¾E��Ã��A~�Ì)¾E�-Î ß �A��¿��ÁÄEÄE�E���EÊË�¼¿M~ÞÅ��EÃ � �E�G�A���-�p��~pÄE�����-�p�'½À�E�W��Ã��-�
m ≥ 0 Í

n ≥ 1
Í
w(m,n)

���-�-��¾�~Ë¿�~Ë½)~p����¿M~
w ∈ Ln

¾�Æ-�¼¾E�G�-�ÁÌ)¾�~Ë¿ º ���G�A�E���
m
ÎfÜ9�E�PÅ��EÊË½-¿��\Ö

¾E�Á��Â¥Í)É � ~p�-�-�Û�-���"¾ º á¼~pÊ�È-��Ã � �\��Â¥Í-��~p¿Á�Þ½)~p����¿M~�ÅA~p�AÂÓÅ�½��EÅ�Å��Ñ�-�E�-�p��~���~Ë¾E���
w(m)

Î
âP¿�¿Á��Å6�A�EÅ�Å��¤ÊË�G�-�-Íl½À�E�Ý��Ã��-�

w ∈ L Í m(w) ∈ N
���-�-��¾�Æ-�E�AÂ�¿ º ���l�A�E�����A~p½-½-���EÅ��E�l��~��A�

�)~p¿�¿�~�½)~p����¿M~
w
Î.Ü9�E�9�EÅ��EÊË½-���-Í��������ÁÔ��E����ÊË�E�l�A�i~p¿�¿ º ¹ Å��EÊË½-��� © Î � Í

w(53, 5) = 10112
Í

�
m(10020) = 47

ÎQç8��½)~p����¿����-� Ln Å����-�Ë�����-���)~��A�D�)~�� � �A~p¿�ÊË�E�G�A�D¾E��ÊË��Å��EÃ � �p�
w(0) < w(1) < w(2) < . . . < w(m) < w(m+ 1) < . . . < w(xn − 1).Ú(�8½ �Y� Ô×~p¾E��¿�Ê
�E�l�A�D»l�E���ÁÌ)¾�~��A��¾�Æ-�ÞÉ � �EÅ6�A�Ó�����-���-��¾E�����-¾E���-��¾E����É � �E¿�¿��
¿��EÅ�Å���¾E��Ã��A~>Ö

Ì)¾E�-ÎÝâP�-¾ÇÆ-�����3É � �EÅ6�A�Ó½)~p�A~pÃ��A~�Ô���¾E���-Å����-�E���M~pÊË���@� � ��¾�~pÅ��Ò�




xn = axn−1 + bxn−2, b ≥ 0
x0 = 1
x1 = a+ 1,

Ø © Î �lÙ
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



xn = axn−1 − bxn−2, b ≥ 0
x0 = 1
x1 = a.

Ø © Î � Ù
çS~f�A~pÃ������-�Q½À�E�.¾ � �(���ÛØ © Î �lÙ8��Ø © Î � ÙS~pÈ-È-�M~pÊË�fÅ�¾E�o¿Á�A�DÉ � �EÅ6�A�W½)~p�6�A��¾E��¿M~p����¾E���-�-��ÄE�����-�
���-��Äo�M~p¿Á��áD¾�Æ-��½��E��ÊË�o���A���-�
~p�

a
�-�@~p½-½)~p�������P���Ó� � ���A�D¿��P½À��Å���ÄE�����-���-�E¿�¿��P¾E�(�-�ÁÌ)¾�Æ-�

�-�+� � ���A�
Ã�¿��+���l�A�E���DØ���� ½)~p�6�A��¾E��¿M~p���Ó~p�-¾ÇÆ-�Û¾E��ÊË� � ¿Á�A��Ê
���A�E��ÊË���-��ÙÇÎ ä ¿
½-����È-¿��EÊÓ~
�-�E¿�¿�~�Ã��E�-�E�A~pÄE�����-� �-�P½)~p����¿��"�-� Ln ���%�p�A�-�Á�-� ¿��EÅ�Å���¾E��Ã��A~�Ì)¾E� á �-�o�A�E��ÊË���)~p���"��¿Å � ¾E¾E�EÅ�Å������D�-� � �)~�¾E�E�6��~Þ½)~p����¿M~

w ∈ L Å��E�-Ä�~ � �A��¿��ÁÄEÄ�~p���i¿M~�Å � ~Þ�-�E¾E�(�-�ÁÌ)¾�~ m(w) Î¹ Å�Å��E�-ÄE�M~p¿�ÊË�E�l�A�pÍ�¾E�E��¾ÇÆ-�M~pÊË� � �¤ÊË�o�A�(�-�i�dmË¾E���E�G�A�+½À�o�9½)~pÅ�ÅA~p���
�)~
w(m)

~
w(m+

1)
Í¥Å��E�-Ä�~ � �A��¿��ÁÄEÄ�~p���f½À�EÅA~p�l�A����½À�E�A~pÄE�����-�À�-�À¾E�(�-�ÁÌ)¾�~¤�P�-�E¾E�(�-�ÁÌ)¾�~¥ÎQç º ���-��~Þ�-��È)~pÅ��

�-�QÉ � �EÅ6�A�W~p¿�Ã������Á�AÊ
�ÝáÓ¾�Æ-�pÍ'½À�E�¤¿M~3�-�oÌ)�-��ÄE�����-�Ë�-� L Í.¾E�+Å����-� Å��p���A��Å6�A�����-Ã�Æ-�Ë¾�Æ-��-���3½À��Å�Å����-�Ë¾E��ÊË½)~p�������D�-�E¿�¿M~¼¾E�(�-�ÁÌ)¾�~��-�EÃ�¿��@���l�A�E���
m
Î

• ñÑò�����õ>õ>ù(óS÷lö>= � F �/?A@ Å��M~ L ��¿'¿����-Ã � ~pÃ�Ãp�Á�3~�ÅAÅ��G¾E�M~��A��~p¿�¿M~Ó����¾E�������E�-Ä�~�Ø © Î �lÙÇÎÚ(�M~
w ∈ Ln

Í
w = w[1] · · ·w[n] Í w[i] ∈ Σ Í i = 1, . . . , n

`@��Å�Å��E�6»(�M~pÊ
�
¾�Æ-�

w
�-����½ �Y� ¾E���l�A�E�-�E���Û¿M~ÑÅ��p���A��Å6�A�����-Ãl~

ab
ÎÑåP�EÅ�¾E���Á»(�M~pÊË� � � ~p¿\Ö

Ã������Á�AÊË��½��E�f�-�o�A�E��ÊË���)~p������¿@Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����
s(w)

�-�
w
Í)Å � ½-½À���-�E�-�-�Ó¾�Æ-�

m(w) 6= xn − 1
Î
çS~
½-���G¾E�E� � �A~Ë¾E��ÊË���-¾E�M~¼¾E���l�A����¿�¿M~p�-�-��¿M~�½À��Å���ÄE�����-�

½-��ë�~��-�EÅ6�A�A~
�-�
w
Í-¾E���(ápÍ

w[n]
�

� ÎPÚ(�
w[n] 6= (b− 1) Í)� w[n] 6= a

~p¿�¿��p�A~¤Ô×~p¾E��¿�Ê
�E�l�A�pÍ
s(w) = w[1] · · · (w[n] + 1);

¾o���-Å����-�E���M~pÊË�Ñ¿ º ¹ Å��EÊË½-��� © Î � ÍS�-��»l�
a = 2

Í
b = 1

ÍS�
Å��M~
n = 5

Î
Ú(�
w = 10101

Í-¾E���
m(w) = 49

Í�~p¿�¿��p�A~
s(w) = 10102

Ø
= 50

ÙÇÎ
© ÎiÅ��

w[n] = (b− 1) `)¾E�8Å����-�
� � �Þ¾�~pÅ��8½À�pÅAÅ���È-�Á¿��Ò�~¥Î
w[n − 1] = a

`�Å��3½-���E�-�-�M~pÊË�
s(w) = w[1] · · · (w[n] + 1) Í�p���A�E�-�M~pÊË� ¿M~"Å��p���A��Å6�A�����-Ãl~�èX½-������È-�Á��~�é

ab
Î�âP¿�¿����A~�½-���E�-�-�M~>Ö

ÊË�
s(w)[n − 1] = s(w)[n] = 0

ÍÝ�Û���-¾E���EÊË�E�l�A�M~pÊË���-� � �-�
¿ º �E¿��EÊË�E�l��� ���%½À�pÅA�ÁÄE�����-�

n − 2
Î²âP�-¾E���A~¥ÍfÉ � �EÅ6�A���E¿��EÊË�E�(Ö

�A� ½��p�A���EÈ-ÈÀ���oÅAÅ��E��� � Ã � ~p¿���~
b − 1

Í�¾E��Å9�¼���bÉ � �EÅ6�A�h¾�~pÅ��
~pÈ-È-�M~pÊË��È-��Å���Ã��-� �-�f¾E���G�A����¿�¿�~p����¿M~�½À��Å���ÄE�Á���-�"½-���E¾E�E�-�E�l�A�pÎ
� � �EÅ6��~3½-���(¾E�E� � �A~Ñ»p~3~�»p~p�l�A�'Ì)�-��~3¾�Æ-���A����»(�M~pÊË� � �)~Ñ½À��Ö
Å���ÄE�����-�

i0 > 1
��~p¿��3¾�Æ-�

w[i0] 6= b − 1 ÍW� w[i0] = b − 1 ÍÊÓ~
w[i0 − 1] 6= a

ÎÓÚ(�
É � �EÅ6��~�½���Å���ÄE�����-���-�����EÅ���Å6�A�pÍ.~p¿�¿��p�A~
½À���-�M~pÊË�

i0 = 1
Î ß �)~¼»���¿Á��~��-�o�A�E��ÊË���)~��A�

i0
Í

s(w) = w[1] · · ·w[i0 − 1] (w[i0] + 1) 0 · · · 0.Ú(�EÊË½-���i�������ÁÔ��E����ÊË�E�l�A��~p¿�¿ º ¹ Å��EÊË½-�Á� © Î � ÍGÅ��M~
w = 01120

ÍG¾E���
m(w) = 30

`
~pÈ-È-�M~pÊË�
w[5] = 0 = b − 1 Í w[4] = 2 = a

`
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½À����¾�ÆY´
w[3] = 1 6= b− 1 Í)~p¿�¿����A~ s(w) = 01200Ø

= 31
ÙÇÎ

È@ÎiÅ��
w[n− 1] 6= a

Í)Å��EÊË½-¿���¾E�EÊ
�E�-�o�A�
s(w) = w[1] · · ·w[n− 1] (w[n] + 1).

Ú(�M~
w = 11110

Í�¾E���
m(w) = 68

`G~pÈ-È-��~pÊË�
w[5] = 0 = b−1 Í

w[4] = 1 6= a
Í)~p¿�¿����A~

s(w) = 11111
Ø
= 69

ÙÇÎ
�¥ÎiÅ��

w[n] = a
`-¾E�8Å����-�Ó~p�-¾E���A~�� � ��½À��Å�Å���È-��¿��Á��Â(�

~¥Î
w[n − 1] = (b − 1) � w[n − 2] = a

Î ß �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-�"¿Á�ÓÅ6�A�EÅ;Ö
Å��3ÊË�p�A�Á»p~pÄE�����-� � �A��¿���ÄEÄE~��A�Ñ½��E�
��¿W¾�~pÅ�� © Î ~¥Í+¾E���l�A����¿�¿���~pÊ
��¿M~½À��Å���ÄE�����-�
½-��ë�~��-�EÅ6�A�A~

i0 > 1
ÍS��~p¿���¾ÇÆ-�

w[i0] 6= (b − 1) �
w[i0 − 1] 6= a

Î�Ú(�ÛÉ � �EÅ6��~�½À��Å���ÄE�����-�Ó�-�����EÅ���Å6�A�pÍÝ½À���-�M~pÊË�
i0 = 1

Î ß �)~�»���¿Á��~¼�A����»p~��A�-Í
s(w) = w[1] · · ·w[i0 − 1] (w[i0] + 1) 0 · · · 0.

Ú(�M~
w = 10202

ÍS¾E���
m(w) = 57

`'~pÈ-È-�M~pÊË�
w[5] = 2 = a

Í
w[4] = 0 = b − 1 Í w[3] = 2 = a

Í
w[2] = 0 = b − 1 `8~p¿�¿Á���A~

i0 = 1
Í)�

s(w) = 11000
Ø
= 58

ÙÇÎ
È@Î

w[n− 1] 6= (b− 1) � w[n− 2] 6= a
Í

s(w) = w[1] · · · (w[n− 1] + 1) 0.
Ú(�M~

w = 11112
ÍS¾E���

m(w) = 70
`'~pÈ-È-�M~pÊË�

w[5] = 2 = a
Í

w[4] = 1 6= b− 1 `�~p¿�¿����A~ s(w) = 11120 Ø = 71 ÙÇÎ

• ñÑò�����õ>õ>ù(óS÷lö>= � F  B?A@ Ú(�M~ L ��¿S¿����-Ã � ~pÃ�Ãp�Á�Ó~pÅ�Å��(¾E�M~��A�Û~p¿�¿M~
����¾E�������E�-Ä�~�Ø © Î �lÙÇÎÚ(�M~
w ∈ Ln

`���Å�Å��E�6»(�M~pÊË� ¾ÇÆ-�
w = w[1] · · ·w[n] Í w[i] ∈ Σ

Í
i =

1, . . . , n
Í-�-����½ �Y� ¾E���l�A�E�-�E����ÅA���A�A��Å6�A�����-Ã�Æ-�D�-�E¿�¿M~¤Ô�����ÊÓ~

(a− 1)(a−
b − 1)j(a − b)

Í
j ≥ 0

Î4åP��Å��EÃ � �Á�A���-�M~pÊË� � � ~p¿�Ã��p�A�\�AÊ
�-ÍQ~p�)~p¿���Ã��
~p¿D½-�A�o¾E�E�-�E�G�A�pÍ�½À�E�3�-�o�A�E��ÊË���)~p������¿DÅ � ¾E¾E�EÅ�ÅA�p�A�

s(w)
�-�
w
ÍD~p�-¾E���A~

Å � ½-½À���-�E�-�-��¾ÇÆ-�
m(w) 6= xn − 1

ÎI}
��ÊË��~p¿DÅ���¿��Á�A�-Íi¿��EÃ�Ã��M~pÊ
� ¿M~
½)~p����¿M~

w
�)~��-�EÅ6�A��~�»��E��Å��ËÅ����-��Å6�A�A~
~�½)~p�6�A�������)~

w[n]
Î

� ÎPÚ(�
w[n] 6= (a− b− 1) Í-� w[n] 6= (a− 1)

s(w) = w[1] · · · w[n− 1] (w[n] + 1);
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© ÎiÅ��
w[n] = (a− b− 1) �-��È-È-�M~pÊË�Þ¾E���l�A����¿�¿M~p���i¿M~Þ½À��Å���ÄE�����-� n− 1 �Å��
w[n− 1] = (a− b− 1) �A���>»(�M~pÊË�¼¿M~�½-����ÊË~¼½À��Å���ÄE�����-� i0 > 2 ÍÅ��Ñ�EÅ���Å6�A�pÍÝ��~p¿��Û¾�Æ-�

w[i0] 6= (a − b − 1) Î�âP¿Á�A����ÊË�E�l�A�+½À���-�M~pÊË�
i0 = 1

ÎQâf¿�¿����A~�~pÈ-È-�M~pÊË�¼�8Å��EÃ � �E�l�A�S¾�~pÅ��Ò�
~¥Î�Å��

w[i0] = (a− 1)
Í

s(w) = w[1] · · · (w[i0 − 1] + 1) 0 · · · 0;
È@Îf~p¿Á�A����Ê
�E�G�A�×�

s(w) = w[1] · · · w[i0 − 1]w[i0]w[i0 + 1] · · · (w[n] + 1);
�¥ÎiÅ��

w[n] = (a− 1) Í�~p¿Á¿����A~
s(w) = w[1] · · · (w[n− 1] + 1) 0.

ÿ�þEù(ø�*.ò�� � F � }
���-Å����-�E���M~pÊË�Ñ¿M~ÑÅ��EÉ � �E�-Ä�~"�-�E�Ý� � ÊË�E���Ý�-�Qã.��ÈÀ���)~p¾ÇÖ¾E�i�-�i���-�-��¾E�3�-��Å�½)~p���ÒÍ
1, 3, 8, 21, 55, . . . ,

Ø�Å��EÉ � �E�-Ä�~�ì ©�5��Y� ��� � Ú¥Ü/� Ù�-�oÌ)�-�Á��~��)~p¿�¿M~¼���E¿M~pÄE�����-�D�-�8����¾E�������E�-Ä�~¥�




xn = 3xn−1 − xn−2

x0 = 1
x1 = 3.

}
�(�-�ÁÌ)¾�Æ-�M~pÊË�WÃ�¿������G�A�E���p�-�����-�EÃl~��A�Á»(� � �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-��¿M~
Å��EÉ � �E�-Ä�~ {xn}n≥0¾E��ÊË�'Å���Å6���oÊÓ~W�-��� � ÊË�E�A~pÄE�����-�iØ »��E�-�G~p�-¾�Æ-�Q¿M~ � ~pÈÀ�E¿�¿M~ © Î © ÙÇÎ.}
���-Å����-�E���M~pÊË�
� û ÿ � û ò
ª ª ª ª ª
ª ª ª � �
ª ª ª © ©
ª ª � ª �ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ
ª © ª © � �
ª © � ª �O�ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ
� © � � �Y�
© ª ª ª �G©

�������A] ]	�C

� 

��Y.^���Z��([��D��Z��E]\[�)��lZ�Z��������XZA)��XZ ] Z�+E+8���!�l^+]	�F"��EG�)!����+8�F���AZA��)�&����XZ���Z�H�Z��¥^,�I��[�[AZ
��Z�^,����Z��!�-��Z$"%JI���XZÀ[�^,&��-"XZ$"%����&'����Z#��)�&����*��+�Z\^,�!���
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¿M~
½)~p����¿M~
w = 0202

Ø
= 18

ÙÇÍÀ¾E���
n = 4

`À½À����¾�ÆY´
w[4] = 2(= a − 1) ÍÅ��M~pÊË���-�E¿�¿M~�Å��Á� � ~pÄE�����-�3�¥Í�É � ���-�-�

s(w) = 0210
Ø
= 19

ÙÇÎ âP¿f¾E���(Ö
�A�A~p�����-Í
½À�E�

w = 1211
Ø
= 41

ÙÇÍi~pÈ-È-�M~pÊË�
w[4] = 1 = a − b − 1

Í
w[3] = 1 = a− b− 1 `¥Å��M~pÊË���-�E¿À¾�~pÅ�� 2.a.1 Í¥~p¿�¿��p�A~�ÊË�o���A�M~pÊË� i0 = 1 Í�p���A�E�-�E�-�-�

s(w) = 2000
Ø
= 42

ÙÇÎ

¹±w¬¹ K zL5�3d��M%�t�u�N3óº�~OM1{4~ �u�N383�P�5'3�7x~³}D�d{:9 ~
WD�A~Ó½À��Å�Å��M~pÊË�ÛÃ��E�-�E�A~p���¼� � ���A��¿��¤½)~p����¿��¼�-� Ln Í8~Û¾E��ÊË���-¾E�M~p���¤�)~ w(0) Ì)�-�~

w(xn − 1)
Î#WDÃ��-�W½)~p����¿M~"áÑ�p���A�E� � ��~��)~p¿�¿M~"½-���E¾E�E�-�E�l�A� � �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-� � �-���-�E�

� � �Ñ~p¿�Ã������\�AÊË�×Î ä ��É � �EÅ6�A��½)~p�A~pÃ��A~�Ô�� ½-����»��E���EÊË��¾ÇÆ-�Û��¿+¾E��Å6�A��¾E��ÊË½ � ��~pÄE�����)~p¿��
�-�i��Ã�� � �-���-�E�f� � � ~p¿�Ã������\�AÊË�Wá"¿���Ê
�Á�A~��A���)~ � �)~�¾E��Å6��~p�G�A�pÎ åP�f¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~¥Í
½���Å�Å��M~pÊË�
Ã��E�-�E�A~p����� � ���A�8Ã�¿��@�E¿��EÊË�E�l�A�8�-� Ln ���Ñ�A�EÊË½À�Ë~pÊËÊË���6�A�ÁÄEÄ�~��A��¾E��Å6��~p�G�A�pÎÜ9�E�Q��Ãp�-�

n ≥ 1 ÍlÅ��M~ Cn

��¿¥� � ÊË�E�����-�¥� � ���A��¿���Å���Å6�A�Á� � ÄE�����-�¥�-�-¾E�ÁÔ������-�E¾E�EÅ�ÅA~p�����i½À�E�
Ã��E�-�o��~��A��� � ���A�)Ã�¿��-�E¿��EÊË�E�l�A�-�-� Ln ÍG�iÅ��M~ Pn ��¿-� � ÊË�E�����-�)¾E���¥Ô������G�A�-�-�E¾E�EÅ�Å�~p����½À�E�Ã��E�-�o��~��A�+� � ���A�(É � �EÅ6�A�¥�E¿��EÊË�E�G�A�ÒÎ ä �-��¿Á�A���pÍpÅ��M~p�-�

Cn

�
Pn
��¿G� � ÊË�E���D�-�(Å���Å6�A�Á� � ÄE�����-�

���-�8¾E���¥Ô������l�A�ÒÍ¥����Å�½À�o���A�Á»p~pÊË�o�G�A�pÍ¥�-�8¾ � �S~pÈ-È-�M~pÊË�¼È-��Å���Ã��-��½À�E�iÃ��E�-�E�A~p����� � ���A��¿��
½)~p����¿��Q�-�G¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
Î.âP�)~p¿Á��ÄEÄE�M~pÊË�iÅ��E½)~p�A~���~pÊ
�E�G�A�+�G¾�~pÅ��(�-�E¿�¿��+����¾E�������E�-ÄE�DØ © Î �lÙ

�ËØ © Î � ÙÇÎ
ñÑò�����õ>õ>ù(óS÷lö>= � F �/?A@ ���
���ÁÔ��E����Ê
�E�l�A��~p¿�¿M~f��~pÈÀ�E¿�¿M~D�-�E¿�¿��W¾E�(�-�ÁÌ)¾�Æ-�¤Ø�½À�E�Q�EÅ��EÊË½-����¿M~

� ~pÈÀ�E¿�¿M~ © Î � ÙÞ¾E�p�-ÅA�Á�-�E���M~pÊË�"¿��
n − 1 ¾E��¿����-�-�Ó½-��ë�~ Å����-��Å6�A�A~¥Î ä ¿
� � ÊË�E����-�WÅ���Å6�A�Á� � ÄE�����-�
�-�E¾E�EÅ�Å�~p�����Ñ½À�E��Ã��E�-�E�A~p���Ñ� � ���A�Û¿��Ñ½)~p����¿��Ó�-�W¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

náË�)~��A���)~p¿Q� � ÊË�E�����-�QÅ���Å6�A�Á� � ÄE�����-�Ý�-�E¾E�EÅ�ÅA~p�����Ó½À�E�ÞÃ��o�-�E�A~p���Ó¿��
½)~p����¿����-�
¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n − 1 ½-��ë4É � �E¿�¿��Ñ��½À�E�A~��A�3Å � ¿�¿ º � ¿Á�A�ÁÊÓ~"¾E��¿����-�)~��-�E¿�¿M~"��~pÈÀ�E¿�¿M~¥Í¾E���(ápÍ)~p¿8ÊÓ~pÅ�Å���ÊË�
xn − 1

Î�� � ���-�¥�S~pÈ-È-�M~pÊË�-�
Cn = Cn−1 + xn − 1.

åD~ � �3Å��EÊË½-¿���¾E�D¾�~p¿�¾E��¿��¼�p���A�E�-�M~pÊË�
Cn =

∑n
i=0 xi − n

ÎQÜ9����¾ÇÆ-á���¿À� � ÊË�E���
�-�8½)~p����¿���¾E����¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄE~

n
á � Ã � ~p¿���~

xn
Í�~pÈ-È-�M~pÊË�

Cn =
1

xn
Cn = 1 +

n−1∑

i=0

xi
xn
− n

xn
.

}
���-Å����-�E���M~pÊË��� � ��½À��Å�Å���È-��¿���¾�~pÅ��Ò�
� ÎiÅ��

a > 2
�
b > 0

Í)�p���A�E�-�M~pÊË�
xi
xi+1

=
1

a
− bxi−1

axi+1

≤ 1

a
≤ 1

2
.
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ä �¥Ì)�-�pÍÀ~pÈ-È-�M~pÊË�-�
xi
xn
≤ 2−(n−i),

��½À���
Cn < 1 +

n∑

i=1

2−i < 2.

ä ¿D� � ÊË�o�A��ÊË�E�-�����-�DÅ���Å6�A�Á� � ÄE�����-�P½À�E�Ñ½)~pÅ�ÅA~p�����)~ � �O�E¿��EÊË�E�l�A��~p¿
Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�Á»��Óá�É � ���-�-�8~p¿8ÊÓ~pÅ�Å���ÊË�¼� � �pÎ

© ÎiÅ������G»��E¾E�
a = 1

Í)�
b = 1

Í�~pÈ-È-�M~pÊË�
xi
xi+1

=
1

φ
,

�-��»l�
φ =

−1 +
√
5

2
.

}
��ÊË���-�o¿8½-����ÊË�¼¾�~pÅ��Ë~pÈ-È-�M~pÊ
�¼¾ÇÆ-�
Cn

á�¿���ÊË�\��~��A�¤�)~ � �)~¼¾E��Å6��~p�G�A�pÎ
ß �A��¿���ÄEÄ�~p�-�-�Ë¿��¤Å6�A�EÅ�Å��
~p��Ã���ÊË�E�l��~pÄE�����-�8½À�E�

Pn
~pÈ-È-�M~pÊË�Ë¾�Æ-�¼��¿S� � ÊË�E���Ó�-�

¾E���¥Ô������G�A�+�)~"Ô×~p���Óá � Ã � ~p¿��Û~p¿
� � ÊË�E��� �-�
Å���Å6�A�Á� � ÄE�����-�+����~p¿���ÄEÄ�~��A�Q½-��ë � �
¾E���¥Ô������G�A�
½À�E�i��Ã��-�@½)~p����¿M~¥�

Pn = Cn + xn − 1.
� � ~p�-�-��Å���Å6�A�Á� � �M~pÊË� � �)~4¾E�ÁÔ��A~��-�E¿�¿M~ ½)~p����¿M~¥Íf�-��È-È-�M~pÊË��¾E���G�A����¿�¿M~�����~p¿
ÊÓ~pÅ�Å���ÊË��¿M~¼¾E�ÁÔ��A~�½-���E¾E�E�-�E�l�A�pÍÀ�-�8¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~

Pn = Cn + 1−
1

xn
< Cn + 1.

}
���-¾E¿ � �-�M~pÊË�Ñ¾ÇÆ-�Ë¿ º ~p¿�Ãp�����\�AÊ
�Ñ½À�E��Ã��E�-�E�A~p���Ë½)~p����¿����-� Ln �-�E¿Q¾�~pÅ����-�E¿�¿M~����¾E�������E�-Ä�~"Ø © Î �lÙ � �A��¿��ÁÄEÄ�~ � �3�A�EÊË½��Ó~�ÊËÊË���6�A�ÁÄEÄ�~��A��¾E��Å6��~p�l�A�pÎ
ñÑò�����õ>õ>ù(óS÷lö>= � F  B?A@ ä ¿@¾�~p¿�¾E��¿��¼á�Å���ÊË��¿Á��~p¿�¾�~pÅ��Ë½-���E¾E�E�-�E�l�A�pÎWÚ(�M~¼��¿�� � ÊË�E����ÊË�ÇÖ�-�����-��Å���Å6�A�Á� � ÄE�����-�D¾�Æ-��É � �E¿�¿��4�-��¾E���¥Ô������l�A��Å����-��¿���ÊË�\��~>�A�D�)~4¾E��Å6��~p�l�A�ÒÍ

É � ���-�-�8¿M~�Ãp�E�-�E�A~pÄE�����-���EÅA~ � Å6�A�Á»p~
Ã��G�-���-�E¿�¿M~¼½-����½-�����o��ÂË}+â � Î

¹±w*Q Rl~�zpºS3?�LM%�d~Ìzu�
âPÈ-È-�M~pÊË��Å6� � �-�M~��A� Å��EÊË½-¿���¾E�f���E¿M~pÄE�����-�i�-�P����¾E�������E�-Ä�~¥Íi�-�E¿�¿M~�Ô�����ÊÓ~%Ø © Î �lÙ
�Ø © Î � ÙÇÎ }
��Ê � �-É � � ¾E���E�-�M~pÊË��¾�Æ-� Å��M~����l�A�E���EÅ�ÅA~p�l�A� ¾E���-Å����-�E�A~p����~p¿Á�A����¾E¿M~pÅ�Å��f�-�

���E¿M~pÄo�����-�.�-�'����¾o�����A�o�-Ä�~Ñ�E���.¿����-Ã � ~pÃ�Ã��.~p���EÅ�Å��Ë~pÅ�Å��(¾E�M~��A� � �A��¿���ÄEÄE~p�-�-�Ñ��¿9ÊË�o�A�(�-�
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�-�E�lÅ���Å6�A�EÊË���-�l� � ÊË�E�A~pÄE�����-�pÎ9âPÈ-È-�M~pÊË��¾E��ÊË���-¾E�M~��A��~iÅ6� � �-�M~p���Ý��¿�¾�~pÅ��f�-�l���E¿M~pÄE�����-�
�-�@����¾E�������E�-Ä�~
�-�o¿�¿M~¤Ô�����ÊÓ~

an = k1an−1 + k2an−2 + · · ·+ kran−r, n > r,
Ø © Î « Ù

¾�Æ-��Å��(�-�-��Å6Ô×~p�-�
¿���¾E���-�-��ÄE�����-�
k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kr > 0,

Ø © Î 6lÙ
�E�h�P����Å � ¿Á��~��A�iÅ����-� Å���ÊË��¿Á�f~�É � �E¿�¿��i���Ç� Ð Ï �D½��E�Û¿��"����¾E�������E�-ÄE��Ø © Î � ÙÇÎ�ç8� ¾E�pÅA�Å��
Ô×~p�-�-��½-��ë�¾E��ÊË½-¿���¾�~��A�Ó����Ê � ��»l�E�-�-����ÊË�(�-�ÁÌ)¾�~p�-�-� ¿��Û¾E���-�-��ÄE�����-�
���bØ © Î 6lÙÞ�
¾E���-Å����-�o��~��-�-�Ë¾E�(�dmË¾E���E�l�A�8�-����¾E��Å6��~p�l�A�ÒÎ
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���l»l�EÃ��-�±©®W Ï å�Ú ©�ª�ªl« `
� Ð Ï � ¹ Î
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��ÊË½ � ��Î�Ú(¾E�ÒÎ ©�«�«Ø ©pª�ª�� ÙÇÍ	6 5�� Ö�6���6¥Î
� ã�� â¤ÎlÚÀÎ�ã)�A~p�E�YKp�E¿ÒÍ�ë�Ô ¤ ²9�dª ¤ �»Õ�§ ¥ ª��d�� �²�£���§)ÍpâPÊË�E�EÎlì"~��AÆ@Îlì����l�AÆ-¿¡I �l© Ø �O� � « ÙÇÍ��ªl« Ö ���N� Î
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��ÊË½ � ��Î�Ú(¾E�ÒÎ © � ©
U�© Ø ©pªpªl© ÙÇÍ ©�52� Ö © � � Î
� ç1�0Ü9Î�ÐPÎ)â¤Î�ç8�o¾E��Ê¼�A�pÍ�ì�Î Ï ��Ã��-Í�ê ¥ ª��d�� �²�£���§ ¤ Ô ¤ ²9�dª ¤ ��§B ��¬��� ¥ �¡ ��Í�¡ �§2� ¥  O�<�oÍ� Æ-�E���»I3�pÔÝ}
��ÊË½ � ��Î�Ú<I(Å6��Î�� � Ø ©pª�ª�� Í Ù ©�5 Ö ��� Î
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��ÊË½ � ��Î8Ú(¾E�ÒÎ© 6 � Ø ©pª�ª�� ÙÇÍ � 6 � Ö ��� �¥Î
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��ÊË½ � ��Î ��� � U�© Ø �O����� ÙÇÍ	��� � Ö�� ��5 Î
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à��MÂ¼�-�E¿.}W~p½-�Á�A��¿�� © ~pÈ-È-�M~pÊË�
~p¾E¾E�E�-�)~��A�Û~p¿8Ô×~����A�
¾ÇÆ-�Þ¿M~�¾E��Ê¼È-���)~��A�����M~¼�E� � Ö
ÊË�E�A~��A�Á»�~ÑáË����Å6�A���o���A�"¾E���l��~����A��¾E����ÊË��¿Á�A�
~p���E�Ë�-�Q����¾E�E��¾�~�`.����É � �EÅ6�A� ¾�~�½-�Á�A��¿��
~�Õ������l�A�M~pÊ
��È-���o»��EÊË�E�l�A� � �Ë½-����È-¿��EÊÓ~��-�-È-����¿���Ã���~D¾�Æ-��»(���E�-���A��~>�A��~��A���E�Ë���
½)~p�;Ö
�A�3����Å���¿Á�A��~p½-½ � �l�A��¾E����¿M~�¾E��Ê¼È-���)~��A�����M~"�E� � ÊË�E�A~��A�Á»�~¥ÎhÚG�A�M~pÊË��½)~p��¿M~p�-�-���-�E¿
½-����È-¿��EÊË~Û�-�EÃ�¿��Ý~p¿�¿��Á�-��~pÊ
�E�G�A�9�-�Qå G âÞÎ�� � �EÅ6�A��½-����È-¿��EÊÓ~Û¾E���-Å���Å6�A���-�E¿Ý����¿��o»�~p���¿��QÅ���ÊË��Ã�¿���~��-ÄE�+Å���Å6��~p�-ÄE�M~p¿����A�A~f� � �+Å��EÉ � �E�)ÄE�W½-���p�A�E��¾ÇÆ-�+�f�A�A~ � �)~fÅ��EÉ � �E�-Ä�~D�E� � �
�)~���~pÈ)~pÅ��pÎ ä �¥Ô×~����A�.ÅA~p½À�E����Å�� � �)~Û½-���p�A�E���)~ÛÊÓ~pÃl~p���9Å�¾E���-��Å�¾E� � ��~ÛÆ)~Ñ�-�E�'¾E��¿�¿��EÃl~>Ö
ÊË�E�l�A�)�¤�-�E¿�¿��
èXÅ���ÊË��Ã�¿Á��~p�-ÄE�Çé�¾E��� � �)~Þ¾E���-��Å�¾E� � ��~Þ½ �Y� ½À���6��~p���P~�¾�~p�A~����A�E����ÄEÄ�~p��¿M~¥Í
~�Å�¾E��½-�������-�i½-����½-�����o��Â � �A��¿��¥½À�E�Q¿���Å6»(��¿ � ½-½����-�-»p~p¾E¾E���-�)��ÊË�E�-��¾E���)~p¿Á�×Î ß �Ë¾E¿M~pÅ�Å���¾E�
�
�-�E¾E��ÅA~pÊË�E�l�A�
���E¾E�E�G�A�Ë�EÅ��EÊË½-���3½ �Y� �EÅ�Å��E���ÓÉ � �E¿�¿��3�-�E¿�¿M~3Ú(â Ï Ú ØÒÚ(�o»��E���Ëâi¾ � ���
Ï �EÅ�½-���A~��A���»I¤Ú<I(�-�-����ÊË��ÙÇÎ ¹�º Å6��~���~P���¥Ô×~����A�GÅ�¾E��½��E�6��~D¿M~fÅ6�A� � ��� � �A~f�A�����-��Ê
�E�-Å������)~p¿Á�
�-�E¿�¿�~Þ½-���p�A�E���)~¤¾�Æ-�D��¿À¾E�������)~�»(��� � Å
�-�E¿�¿M~¼Ú(â Ï Ú � ÅA~¼½À�E�W���¥Ô��Ç�A��~p���f¿M~Þ¾E�E¿�¿ � ¿M~���Å�½-�\Ö
�A�pÎÝçS~�Å6�A� � ��� � �A~Þ�-�E¿�¿M~�½-���p�A�E���)~�½-���EÅ��E�G��~Þ¾�~p�A~����A�E����Å6�A��¾ÇÆ-��ÊË��¿Á�A��½)~p�6�A��¾E��¿M~p�6�-�E�Óá
� �)~ËÈ)~�ÅA�Þ�-�8Ô����-�)~pÊË�E�l��~p¿�����ÊË½À���6��~��-Ä�~
½��E�D~p�����Á»�~p���Þ~p¿�¿M~�¾E����~pÄE�����-�Þ�-�SÅ�½��E¾E�ÁÌ)¾E�
Ô×~p��ÊÓ~p¾o�@~p�G�A�Á»(���A~p¿Á��� âDÐ�}��ÒÎ ß ��~p¿Á�A���¼�-�EÃ�¿���Å�¾E��½-�8½-����ÊÓ~p���À�-�E¿�¿M~¤È-�������¥Ô�����ÊË~��A�Á¾�~¤á
É � �E¿�¿Á�Þ�-�)Å6»(��¿ � ½-½)~p���i�-�o���)~���~pÈ)~pÅ��P~pÈ-È)~pÅ6��~p�-Ä�~�¾E��ÊË½-¿��o�A�-�)~�½À�p�A�E�Q����¾E���-��Å�¾E�E���i��¿
ÊÓ~pÃpÃ������.� � ÊË�E�����-�)~p¿�¿��Á�-��~pÊË�E�l�A�¥½À��Å�Å���È-��¿��×Î'Ú(���-�ÞÅ6��~��A�-Å6»(��¿ � ½-½)~��A�-ÊË��¿Á�A�-~p¿�Ã������\�6Ö
ÊË�S� � ����Å6�A��¾E�9½��E�P»��E¿��(¾E��ÄEÄ�~p���¤��¿S¾�~p¿�¾E��¿��Ó�-�EÃ�¿��9~p¿�¿��Á�-��~pÊË�E�l�A�S¿��(¾�~p¿��×�W� � �¼�-�9É � �EÅ6�A�
Å����-��ÐWç8â�Ú � � çSÜ/�W�3ã�~pÅ6��~#� âfàÞì"çSç1�ÒÎÄ� � �EÅ6�A�W½-����Ã��A~pÊËÊË�+Å����-��È)~pÅA~��A�WÅ � ¿�¿M~
¾E��Ê
½)~p�A~pÄE�����-�P�P����¾E���-��Å�¾E��ÊË�E�l���Þ�-��Å��p���A��Å��EÉ � �E�-ÄE�Þ~p�-�M~p¾E�E�l�A�Ò�.Å���Å � ½-½À���-��¾�Æ-�D¿��
���EÃ����p�-�@�-�8Å���ÊË��Ã�¿���~p�-Ä�~¼Å��M~p�-�
����½)~p�6�A�Á�����Á� � �-�
�ËÊË��¿Á�A��½-��¾E¾E��¿��ÀÔ��A~pÊËÊË�E�l�A�ÒÍ¥�-�o���A�
¤ �dª|£ Í@¾�Æ-�
Å����-� � ÅA~��A�Ý½��E������¿��o»�~p���¼¿���Å���ÊË��Ã�¿Á��~p�-ÄE�¼½��p�A�E�-ÄE�M~p¿��ÒÎ¤ÜÝ��ë����E¾E�E�l�A�
á
¿��Å6� � �-�����-��~p¿�¿��Á�-��~pÊË�E�l�A�¥�-��Å6�A�����-Ã�Æ-���-���Ë¾E���G�A��Ã � �ÞØ��-�o���A� ¤  ��¶²�£6Ù.¾�Æ-�f½À���6�A�E���EÈ-ÈÀ�E���~p� � �-��Å6� � �-����½-��ë�Å��E¿��o���A�Á»����-�E¿-½-����È-¿��EÊÓ~Ì� } Ï ÍlÜD©®�ÒÎÝÜ9�E�+~p½-½-���pÔ��p�-�-��ÊË�E�G�A�(½À�E�
É � ~p�l�A�3����Ã � ~p���)~Û½-��ë�Å�½À�E¾E�ÁÌ)¾�~���~pÊË�E�l�A�
¿M~Ó½)~p�6�A���-�ÝÈ-�������¥Ô��p��ÊÓ~>�A��¾E~ÛÅ����-�3���ÁÔ��E���\Ö
ÊË�E�l�A�@��ÊË½À���6��~p�l�A�D� Ü9���S�e� Y G ÜD�ÒÎ
ß �h~p¿�¿Á���-��~pÊ
�E�l�A��á���~p�l�A��½-��ë�Å���Ã��-�ÁÌ)¾�~��A�Á»l��É � ~p�l�A��½-��ë ~p¿Á�A��á"��¿�Å � �"« ¥ §	²9����¿��£���Î ä ¿9Å���Å6�A�EÊÓ~Ó½-��ë � �A��¿��ÁÄEÄ�~��A�Ëá¼É � �E¿�¿��Ó�-�'~pÅ�Å��EÃ��)~p��� � ��½ � �l�A�EÃ�Ã����Ó½À��Å��Á�A�Á»��Û~p�
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��Ã��-�)¾E���¥Ô������l�A�¤����Å � ¿Á��~��A��½À��Å��Á�A�Á»��Þ�E� � �Ó½ � �l�A�EÃ�Ã����Þ�-�EÃl~��A�Á»��ÛØ�½À�E�)~p¿��Á��ÂlÙ'~p�Ó��Ã��-�
¾E���¥Ô������l�A�
����Å � ¿Á��~��A���-�EÃl~��A�Á»��-Î
ÿ�þEù(ø�*.ò�� � F×û Ñµ��§ ¤ £�¢<�d�d£� �ª��|¢ ¥ � ¤ �¬ý ¥ �d§ ­ �x¢�£]\]ê-T��¬¢�  ¤^¤ � ¦ £� �ª�� ¥ §e« ¥ §	²9����¿��£��� �¢u�¬��§	£ ¦ ��§NÕ^�^��§	²9� þ ¢<��Ø��� �¯O¯?£� �ª���  ¤^¤ ����§� �²9�±¿f«>^»� ­ �d�^�E_� �¢u�¬��§	£ ¦ ��§OÕ^�¬��§	²9�§¨���� �²�£CØ��Æ�¬¢ ¤ ^»� ¥ §¨�E_Æ �¢u�¬��§	£ ¦ ��§NÕ^�^��§	²9�]«	� ¤ £C²�£CØ�� Ú
Å��EÉ � �E�-Ä�~ � â } } à � â � à â } } â � â
Å��EÉ � �E�-Ä�~ © â â } à â â � à à } â � � â
½ � �l�A�EÃ�Ã���� Å ÖX½ Å Å ÖX½ Å Å Å ÖX½ Å ÖX½ ÖX½ Å Å
¾E�G�-��¾E��È-���)~p����� � ª � � ª � � � ª � ª ª � �

�������A] ]	�a`
�����[b]"���&�JlZ\^a��ZD�
)!�["��EG�)!����+��[��ZFcedSfµ[�^,�gJ�)�����������ZC�h"��EG�)!����+8�i�lZ��I���XZ	�
[�^,�%�XZ$"%J¥^,�!�������XZ1�

}
��Ê
�PáiÔ×~p¾E��¿��i��ÊËÊË~pÃ��Á�)~p���pÍlÃ�¿��À~p¿Á¿����-��~�ÊË�E�l�A�)���l���o�A�oÅAÅA~p�l�A�ÀÅ����-�¤É � �E¿�¿��À~pÈ-È)~pÅ6��~p�(Ö
Ä�~¤¿ � �-Ã�Æ-���)~¤�EÅ�Å��E����Å���Ã��-�ÁÌ)¾�~��A�Á»(���D¾E���Ñ½-��¾E¾E��¿��P���EÃ������-�À¾E���Ñ½ � �l�A�EÃ�Ã����¼�-�EÃl~��A�Á»��-Î
Ü9�E��~p�����Á»p~p����~pÃ�¿��P��Ã�Ã��o���A��¾E��Ê¼È-���)~��A�����P���O���E¿M~pÄE�����-��~pÃ�¿��D~p¿�¿��Á�-��~pÊË�E�l�A�P�-�M~pÊË�
É � ~p¿�¾�Æ-� � �A��¿��D�-�oÌ)�-��ÄE�����-�pÎ
}
���-Å����-�o�A��~pÊË� � � ~p¿�¿��Á�-��~pÊË�E�l�A��Å��E�-Ä�~�ÅA~p¿Á�A�W¾ÇÆ-��½ �Y� �EÅ�Å��E���"���4ÊË�(�-���)~�� � �A~>Ö
¿��¼�A�Á¿��o���A�ÑÅ��p���A�ÑÔ�����ÊÓ~Û�-�ÝÅ��EÉ � �E�-Ä�~"¾E����½ � �G�A�EÃ�Ã��Ý½���Å��Á�A�Á»(�'�
�-�EÃl~��A�Á»(�×Î ß ����~p¿��
~p¿�¿Á���-��~pÊ
�E�l�A��Å��f�-��¾E�Ä��ª��¬�<�d§¨�^��ÅA���-��� ¾E���l�A���E�-� � � Å��EÃ�ÊË�E�l�A�%Ø�Å��p���A��Å��EÉ � �E�(Ö
Ä�~lÙ+½-����½-������¾E���3½ � �l�A�EÃ�Ã����¼�A�p��~p¿��PÊÓ~pÃ�Ã��������P�-�@É � �E¿�¿��¼�-�E¿�¿ º ���l�A�E����~p¿�¿��Á�-��~pÊË�E�l�A�-Î
åD~��A� � �"~p¿�¿��Á�-��~pÊË�E�l�A�-Í-Å��S�-�oÌ)�-��Å�¾E� ¤ ����ª��d§	²9�±ª�  ¤^¤ £Cª� ��f� ¦ ��§�« ¥ §	²9���O��£��
��¿@Å��EÃ�ÖÊË�E�l�A�
��ÊË��Ã��E�-�E�
�-�8¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
ÊÓ~pÅ�Å���ÊÓ~¼¾E���l�A�E� � �A�Ó�-�E¿�¿ º ~p¿Á¿Á���-��~pÊ
�E�l�A�-Î�� � ���-�-�
�-���3¾E���-Å����-�E�A~p�-�-�
�@½À��Å�Å���È-��¿��ÀÅA~p¿Á�A�ÒÍ¥Ã�¿��@~p¿�¿��Á�-��~pÊ
�E�l�A�À�A����»p~��A�@É � ~p�-�-�
Å��8¾E���¥Ô������(Ö
��~p�-�3� � �ËÅ��EÉ � �E�-ÄE�ÛÅ����-���-�'Ô×~����A�3Å��EÃ�ÊË�E�l�A�QÊÓ~pÅ�Å���ÊÓ~p¿Á�.¾E����½ � �G�A�EÃ�Ã��Á�-Î ä �¥Ô×~����A�
È-����¿Á��Ã��Á¾�~pÊË�E�l�A�¼�ÝÅ��EÃ�Ê
�E�G�A�ÝÊË~pÅ�ÅA�ÁÊÓ~p¿��9¾E����½ � �l�A�EÃ�Ã����3���Á»��EÅ6�A���-� � �)~Ñ½À��Å���ÄE�����-�
����¿��o»�~p�l�A�p�'Å�� � �3~p¿�¿��Á�-��~pÊ
�E�G�A�Þ�-���ÑáP��ÊË��Ã��E�-�E��~p¿�¿����A~�Å���½ �Y� ¾E���-Å����-�E�A~p���D¾E��ÊË�
¾E��Å6�A�Á� � �Á�A�
�)~Ó� � �¼~p¿�¿��Á�-��~pÊ
�E�G�A�8�-��Å6�A���l�A��`)Å�� � ��~p¿�¿��Á�-��~pÊË�E�l�A�Ë�-���"á¤ÊÓ~pÅ�Å���ÊÓ~p¿Á�pÍ
Å��8½ �Y� ¾E���-Å����-�E�A~p����¾E��ÊË��½)~p�6�A���-� � �"~p¿�¿��Á�-��~pÊ
�E�l���¼½-��ë3Ã��A~p�-�-�pÎ

Q�w?v Kj383d�Nzu�-5O9 �°z|{4~ �u�kM%�-le�u�°zu�-�V�×ºe5'9m9 �?zu�eº-�a3�9 �En
zL5xz|{4�

}
���-Å����-�E���M~pÊ
�¼� � �DÅA�oÉ � �E�)ÄE���-�@å G â¤Í-���Û½)~p�6�A��¾E��¿M~p���f¾E���-Å����-�E���M~pÊË� � �Ñ¿������~p¿�¿Á���-��~pÊ
�E�l�A�ÑÅ��E�-Ä�~3ÅA~p¿Á�A�ÒÎ¤Ü9��Å�Å��M~pÊË�Ñ�A~p½-½-���EÅ��E�G��~p��¿��Ñ¾E��ÊË����� �Ç~�ÈÀ�E¿�¿M~Æ�¥Î � Í8¾E���(á
¾E��Ê
�¼Å��EÉ � �E�-Ä�~3È-���)~p���M~

A = (b1, . . . , bn)
Í�¾E���

bi ∈ {0, 1}
Í��-�>»��

1
�A~p½-½-���EÅ��E�l��~

� �4¾E���¥Ô������l�A��½À��Å��Á�A�Á»���Ø�ªe �² ¦^Ê ÙÞ� 0 � �-���-�EÃl~��A�Á»���Ø�ª|£ ¤ ªe �² ¦^Ê ÙÇÎ�Ú � ½-½À���-�M~pÊË�
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�-�S~pÅ�Å��EÃ��)~p���¼~p����Ã��-�8ÊÓ~��A¾�Æ � �)~Ë¾E��Å6��~p�l�A�Þ½À��Å��Á�A�Á»p~
s
�¤~p����Ã��-�8ÊË��Å�ÊÓ~��A¾�Æ � �)~

¾E��Å6��~p�l�A�W�-�EÃl~��A�Á»�~ −p Î/� � ���-�-�(½À��Å�Å��M~pÊË�P�A~p½-½-���EÅ��E�l��~p��� A ���¼ÊË�G�-��~p¿Á�A�E���)~��A�Á»��-Í�A�A~pÊË�Á����¿���¾E�pÅA�Á�-�-�o����� ¤ �¬ý ¥ �d§ ­ �X« ¥ §	²9���O��£������-�-��¾�~��A��¾E�p� XA = (x1, . . . , xn)
¾E���

xi ∈ {s,−p}
�
xi = −p+bi(s+p)

� � �-É � �W��¿G½ � �l�A�EÃ�Ã����P�-�E¿�¿ º ���l�A�E���P~p¿�¿��Á�-��~pÊË�E�l�A�
�-���Ûá�~p¿Á�A���¤¾�Æ-�

S(X) =
∑n

k=1 xk
Î Ï ��¿��EÃ�Ã���~pÊ
�¤���ÓÉ � �EÅ6�A���A�E��ÊË���-��¿M~¤�-�oÌ)�-��ÄE�����-�

�-�@��ÊË��Ã��E�-�E�Á��Â¼¾�Æ-�¤~pÈ-È-�M~pÊË�¼�)~��A�
½-���E¾E�E�-�E�G�A�EÊË�E�l�A�pÎ
( ù�o'ó9ò�÷Gò��ÀóSù � F×ûqp §�  ¤ �¬ý ¥ �d§ ­  u¯?£C§� ��L£�  A ^»�¬¢ ¥ §�  ¤ �¬ý ¥ �d§ ­  Í« ¥ §	²9���O��£��Æ  ¤^¤ ��¿
¦ £� �²�  XA

_ ¤ £�¢�£ ¦ �
��ÊË��Ã��E�-��~ ¤ � S(XA)
Ã ¤ ²��¬�d²�²� �ª��d§	²9��ªe O�O��£����¬��¢�£ S(XA[i . . . j])«	�d���¬��§	£ ¤ ����ª��d§	²9�]«��¬�^«��L£�� XA[i . . . j] = (xi, . . . , xj) (i > 1

�
j < n) Ú

Ü9�E� � �)~ÑÅ��EÉ � �E�-Ä�~�È-���)~p���M~
A = (b1, . . . , bn)

�
¿M~ÛÅ��EÉ � �E�-Ä�~�½ � �l�A�EÃ�Ã�����~�ÅAÅ��G¾E�M~>Ö
��~

XA = (x1, . . . , xn)
Í�¾E���-Å����-�E���M~pÊË��¿ º �o»l��¿ � ÄE�Á���-���-�E¿P½ � �l�A�EÃ�Ã������-�E�P½-���oÌ)Å�Å��

∑k
i=1 xi

¾o���
k = 1, . . . , n

Î+ç º �o»l��¿ � ÄE�����-��½ �Y� �EÅ�Å��E���Þ�A~p½-½-���EÅ��E�l��~���~
�)~ � ��¾�~pÊ�Ö
ÊË���-�¤Å �

Z
2
½)~p�6�A�E�-�-���)~p¿�½ � �l�A�

(0, 0)
¾E���Ñ� � ��½)~pÅ�Å���½À��Å�Å���È-��¿��×Í

(1, s)
�
(1,−p) ÎçS~¼���E¿M~pÄE�����-�PÈ-� � �-�Á»��(¾�~¤�A�A~¼¿M~¤Å��EÉ � �E�-Ä�~
È-���)~p���M~¤�E� � �3¾�~pÊËÊ
���-�¼¾E��Å9�9¾E��Å6�A� � �Á�A�

á¤��¿�¿ � Å��A�A~���~
��� ã.��Ã � �A~��¥Î � Î�ç8�¤Å��EÉ � �E�-Ä�����ÊË��Ã��E�-�E�¼¾E��������Å�½����-�-���-�Ñ~p�9¾�~pÊËÊË���-�

H�Z���)��*��`
�����]b]"���&�JlZ\^���Z��E] ] Z��!����&������;^')��lZ�r>^p[���&��.�����(�,"�";^�[AZ	���;^'�,�[)��
[���&�&�Z��G^��
C Å � Z

2
¾E���Ñ½ � �G�A�����-��ÄE�M~p¿Á�f���

(0, 0)
��½ � �l�A�¼Ì)�)~p¿��D���

(n, S)
Í¥¾ÇÆ-��Å��G�-�-��Å6Ô×~p�-��¿��

Å��EÃ � �E�l�A�S½-����½-�����o��Â¥�
� Î C á�½À��Å��Á�A�Á»��-Í¥¾E���(á�Å6��~�� � ���A�
Å���½-�A~
¿ º ~pÅ�Å����-�E¿�¿�� x `

© Î C á ¦d¥ �¶ª|£C§� �§	²9�oÍ-¾E���Gá ∀k < n
Í
(k, y) ∈ C ⇒ y < S

Î
ß �Û¾�~pÊËÊË���-�¤¾�Æ-�DÅ��(�-�-��Å6Ô×~¤¿��P� � �D¾E���-�-��ÄE�����-�ÀÅ����-��¾E� ¦  �ª|ª|£C§¨� ¦d¥ �¶ª|£C§� �§	²9�[^¡«	��¿
¤ £C²�£CØ��E_�Î
Ú(�M~pÊË�
É � ���-�-�S~p�����Á»p~��A�8~
�-�oÌ)�-�Á�A��Ã�¿��@��Ã�Ã��o���A�8¾E��Ê¼È-���)~��A���������ÑèXÈ-���EÄE�����-�Çé¾E���¤Ã�¿��(~p¿�¿��Á�-��~pÊ
�E�G�A�×Î ä ¿(�-��Å6�A���PÅ�¾E��½À�Dá
É � ���-�-�(Ã��E�-�E�A~p���
�EÅA~ � Å6�A�Á»�~pÊË�E�l���
½-����½-�����
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É � �EÅ6�A�@��Ã�Ã��o���A�À¾E��Ê¼È-���)~��A�����ÒÎ ê �E�-���EÊË��¾�Æ-��¿M~Þ¿������¼Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�P�EÅA~ � Å6���\»p~¥Í-¾E��ÊË�
É � �E¿�¿�~�¾�~pÅ � ~p¿��3�E� � �-�ÁÔ�����ÊË�pÍQ�-��½À�E�-�-���)~�½-��ë��-� � ��½)~p�A~pÊË�o�A���-Î¸WDÅ�Å��E�6»(�M~pÊË�
���l��~p�l�A�Û¾�Æ-�
��¿S»p~�¿������

S
¾E��������Å�½À���-�-��~p¿�¿ º ~p¿\�A�EÄEÄ�~ÓÊÓ~pÅ�Å���ÊÓ~Ó~Û¾ � �'½ �Y� ~p�����Á»p~p���¤��¿

¾�~pÊ
ÊË���-�-Í8É � ���-�-�ÒÍS� º ���A~3����~�»p~p�l�A�ÒÍS¾E���-Å����-�E���M~pÊË�3��¿.»p~p¿������
h
¾�Æ-�Ó¾�Æ-�M~pÊË�E���EÊË�

 ��¶²9� ­^­  Æ¢<�d� ¦  �ª|ª|£C§¨�¼���G»��E¾E���-� S Îä ¾�~pÊËÊË���-�À~p½-½À�E�)~¼�-�oÌ)�-�Á�A�@~p¿�¿����A~Þ½À��Å�Å����-���EÅ�Å��E�����-�o���A� ¦  �ª|ª|£C§	£ ¦d¥ �¶ª|£C§� �§	²�£�£C§
¤ �d§ ¤ � ¤ ²��¬�d²�²9�Þ½À����¾�ÆY´i¾E��ÊË���-¾E�M~p�-���-�o¿�¿ º ������Ã��Á�-���-�E¿�½-�M~p�-���iÌ)�-��Å�¾E���-�Þ��� � �Ó½ � �l�A�
(n, h)

Å��E�-Ä�~�~�»��E�
ÊÓ~p�
�A~pÃ�Ãp� � �G�A� ½-����ÊÓ~"¿ º �����-���)~���~
h
Î Ü9��Å�Å��M~pÊË�����l»��E¾E�3���-�-�\Ö

¾�~p���¼¾E��� ¦  �ª|ª|£C§	£ ¦d¥ � ª±£C§� �§Y²�£�£C§ ¤ �d§ ¤ �Æ�¡ ����<��Ø CC Ùf�.¾�~pÊËÊË���-�S¾ � ¿�ÊË���)~p�l�A�S¾�Æ-�¾E��Ê
���-¾E�M~p�-�Ë�-�E¿�¿ º ������Ãp���-���-�E¿9½-�M~p�-�Ó�ÞÌ)�-��Å�¾E���-�Û��� � � ½ � �l�A�
(n, h)

¾�Æ-�¼½���Å�Å����-�
~�»��E�i�A~pÃ�Ã�� � �l�A��ÊÓ~��-����Å � ½��E�A~��A�Ë¿ º ~p¿Á�A�EÄEÄ�~

h
½-����ÊÓ~¼�-�E¿8½ � �l�A�Ë�-�S~p�����Á»��-Î

WDÅ�Å��E�6»(�M~pÊË�ÛÉ � ���-�-�.¾�Æ-��Ã��E�-�E�A~p���¤� � ���A�.�.¾�~pÊËÊË���-�S¾ � ¿�ÊË���)~p�l�A�S��� Å��E�-Å��3Å6�A���o���A�
�-�¥¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

(n+1)
�E�Ë~p¿Á�A�EÄEÄ�~

(h+1)
�EÉ � �Á»�~p¿���~�Ãp�E�-�E�A~p����� � ���A�¥É � �E¿�¿��¥���¼ÅA�o�-ÅA�

¿M~p��Ã��3Ø CC Ù
�-�8¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~ n ���-�S~p¿Á�A�EÄEÄ�~ h ÎÜ9�E�
Å��EÊË½-¿���¾E�Á��Â Å6� � �-�M~pÊË����¾�~pÊËÊ
���-� CC �-��¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~ n �E�h~p¿Á�A�EÄEÄ�~ h Ø�¿������(Ö�-��¾�Æ-�M~pÊË��¾E��� CC(n, h) ½À�E�¼~�»��E���ÛÅ��EÊË½-���Û½-���EÅ��E�l�A�W�+½)~p�A~pÊË�o�A���+��� Ãp���(¾E�GÙÇÎ ä �Ã��E�-�o��~�¿��D~pÈ-È-��~pÊË�Þ¾�~pÊËÊË�Á�-� CC(n, h) ¾E���Û½)~pÅ�Å��À�-�E¿��A��½�� (a, s) � (b,−p) ÊÓ~�½À�E�¾E��Ê
�(�-�Á��Â¥Í(»(��Å6�A�
¾�Æ-�pÍ�½��E�iÉ � ~p�l�A�Ë����Ã � ~p���)~¼¿M~¼Ã��E�-�E�A~pÄE�����-���EÅA~ � Å6�A�Á»�~¥Í)¿���¾E��Å������
Å���Å6��~p�-Ä�~ �-����¾�~pÊ¼È-�M~p�-�-Í'¾E���-Å����-�o�A��~pÊË�"½)~pÅ�ÅA�
�-�E¿
�A��½��

(1, 1)
�E�
(1,−1) ¾E��ÊË�½���Å�Å��M~pÊË�¤��Å�Å��E�6»p~p���D���Ñã.��Ã � �A~x�¥Î © ÎÝÜ.��Å�Å��M~pÊË�¤��Å�Å��E�6»�~p����¾E��ÊË�P��Ãp�-�À¾�~pÊËÊË���-�Þ�-�

(n,0)

(0, h)

H�Z���)��*��`
� 

�]b]"��.&�JGZ ^���Z)[���&�&�Z��G^�[�)l]�&�Z��I�������WZ��W"����!";^("%�%�����%�;^�[�^,�
n = 13

�E�
h = 5

�
U
Z$���!�N��rpZ$������+�Z	���*��]	�P]$����Z��%�XZ�&�Z��*s���Z �G^,�
[�^,�!"XZ$�����*�����i]1t )l]��XZ�&�^�JI�,"�";^��
¿ � �-Ã�Æ-�oÄEÄ�~

n
�E�"~p¿Á�A�EÄEÄ�~

h
á�¾E��Ê
���A~p¾E¾�Æ-� � Å��Ë��� � �����o����~p�-Ã���¿��

n× h
Î
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Q�w¬¹ 2 �°zu�-}<5³�-�d~�zu� �-M]5x�LM1{4��u�5 �u�X� CC(n, h)
}
��ÊË��~pÈ-È-�M~pÊË� Ã��MÂ �-�p��~��A��� CC �-��½��E�-�-���-�4�)~4� � ��½)~���~�ÊË�o�A���P�A�A~�¿�������-��Å6�A���l�A�Ò�S¿M~�¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
�f¿ º ~p¿Á�A�EÄEÄ�~

h
Î ä �Ó����~p¿Á��Â�½���Å�Å��M~pÊË����Å�Å��E�6»p~p���P¾�Æ-�

n
�-�o»��

�EÅ�Å��E���ÑÊÓ~pÃ�Ã����p���Ë� � Ã � ~p¿��Û~p�
h
Í'��� ½)~p�6�A��¾E��¿M~p���

n = h + 2i
¾E���

i = 0, 1, . . .
Î

ê ��Ã�¿��M~pÊ
��Ã��E�-�E�A~p���"�EÅA~ � Å6�A�Á»p~pÊË�E�l�A��� � ���A�f�i¾�~pÊËÊË���-� CC(n, h) ÍW½À����¾�Æ-á"É � �EÅ6�A�¾�~pÊ
ÊË���-�pÅ����-�fÊË��¿Á�A�WÅ���ÊË��¿Á�p~p�l¾�~pÊËÊË�Á�-�p�-�GåJI(¾^KOv@�E�Þ�l¾E~pÊËÊË���-�p�-�GåJI(¾^K�½À��Å�Å����-�
�EÅ�Å��E���Ó~pÃ��o»���¿�ÊË�E�l�A��Ã��E�-�E�A~��A�'�A�A~pÊË�Á�A�¤��¿'ÊË�o�A�(�-� ¹ }XW � ÐWåDçSÜQÜµ�ÒÍS~p½-½-¿���¾ÇÆ-�M~�ÊË�
¿��3Å6�A�EÅ�Å�� ÊË�o�A�(�-�3�A�E�-�E�-�-�"¾E���l�A�"�-�E¿ÝÔ×~����A��¾�Æ-�

h
�-�o»��Ó�EÅ�Å��E���ÓÌ)Å�ÅA~���~"~3½-���������ÒÎ

G ~�� � �A~p¿�Ê
�E�G�A�pÍ(~¤�-�ÁÕ��E���E�-Ä�~¼�-�E�À¾�~pÊËÊË���-���-��åJI(¾^K�Í)¾�Æ-�D¾E��ÊË�P�A~p�-��¾E�P�-�E¿�¿ º ~p¿ÁÈÀ�E����-�-Ã��E�-�o��~�ÄE�����-��Æ)~p�-�-����¿¥¾�~pÊËÊË���-�f» � �p�A�-Íl� CC(n, h) ~�»(�A~p�-�-��¾E��ÊË�W¾�~pÊËÊË���-�D�-�È)~pÅ���É � �E¿�¿����-�-¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
n = h

Íl½À�E�Ý¿M~D�-��½À�E�-�-�E�-Ä�~��-�
n
�)~

h
Îµ� � �Á�-�-�)~p¿-¿��Á»��E¿�¿Á�

ÄE�E���¼�-�E¿�¿ º ~p¿�ÈÀ�E���Þ�-��Ã��E�-�E�A~pÄE�����-��~�»(���EÊË� � �Ñ¾�~pÊËÊË�Á�-��èX�-�M~pÃ����)~p¿Á�Çéi�-��¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
�E��~p¿Á�A�EÄEÄ�~

h
Í-É � ���-�-�

h× h
Î ä ¿@½)~pÅ�Å��ËÅ��EÃ � �E�l�A�Þ¾E���-Å���Å6�A���-�E¿@�-�o�A�E��ÊË���)~p���D� � ���A�@�

¾�~pÊ
ÊË���-�(�-�E¿-¿��Á»l�E¿�¿Á�PÅ � ¾E¾E�EÅ�ÅA�Á»��-Íl»p~p¿���~D�-�����WÉ � �E¿�¿��¥�-�-¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
n+2

Íl¾E���Gá
h+2

Î
}
���l�A��� � ~p�-�-�3¾E��Å9��~p¿'¿��Á»��E¿�¿��

i
ÖX�EÅ���ÊË�3~�»(���EÊË�Ñ� � ���A�'� CC(n, h) ¾E��� n = h + 2i

Î
ä � ½-�A~��A��¾�~�½)~pÅ�ÅA~p���Û�)~ � � ¿��Á»��E¿�¿��"~p¿+Å � ¾E¾E�EÅ�Å��Á»l��Å���Ã��-�ÁÌ)¾�~"~ � ÊË�E�l��~p���Ó�-�
� � �Û¿M~
¿ � �-Ã�Æ-�oÄEÄ�~��-�E�i¾�~pÊËÊË���-�×Ît� � �EÅ6�A� ~p�-¾E���A~��-�i½-��ë4Å � Ã�Ã��E����Å�¾E��¿M~�Å6�A�EÅ�ÅA~��A�E¾E�-��¾�~
� �A��¿��ÁÄEÄ�~���~�½À�E�
�À¾�~pÊËÊË���-�)�-�@åJI(¾^K��+~pÃ�Ã�� � �-Ã��E��� � �Ñ½-��¾E¾E�¤���ËèX½ � �l�A�ÀÅ6�A�A~��A�EÃ���¾E�\é¤Ø��
¤ £C²�£µ �²�²�£CØO£+�-�oÌ)�-�Á�A�@¾E������¿@ÊË�o�A�(�-� ¹ }XW²¾�Æ-��Å6�A�M~pÊË� � �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-�GÙÇÎåD~��A� � ��¾�~pÊËÊË���-���-��¿ � �-ÃpÆ-�EÄEÄ�~

n
�E�h~p¿Á�A�EÄoÄ�~

h
¾E���-Å����-�o�A��~pÊË��¿M~�Å � ~�½-����ÊÓ~

ÅA~p¿��Á��~Ó�)~ÑÅ����-��Å6�A��~(Í8Å � ½-½À���-�M~pÊË�Ñ¾�Æ-�ËÅ��M~Û¾E��Å6�A�Á� � �Á��~Û�)~
k
½)~pÅ�Å��+~pÅ�¾E�E�-�¥�E�G�A�PØ�¾E���

k = 1, . . . , h
ÙÇÍ.½À�E�ÞÃ��E�-�E�A~p���
� � ���A�Ý�ÝÌ)Ã�¿��Ý�-�E¿+Å � �-�-�o���A� ¾�~pÊËÊË�Á�-�3�-�+¿ � �-Ã�Æ-�oÄEÄ�~

n + 2
~�����~p¾E¾�Æ-�M~pÊË� � ��½-��¾E¾E�3�-�Ý~p¿Á�A�EÄEÄ�~ � �-��~p����Ã��-�.�-�(�-�-Í8¾�Æ-�
ÅA~p�AÂÑ��¿.�-��Å6�A���

Å��Á�A��~����A�Á»��-Í��-�E¿�¿M~DÅ � �-�-�o����~�ÅA~p¿��Á��~D~�½)~p�6�A�����W�)~�É � �o¿�¿���Å � ¿�¿ º ~pÅ�Å��pÎ ß �Ë�EÅ��EÊ
½-����¾E���
h = 4

Ì)Å�ÅA~���~ËáÞ�A~p½-½-���EÅ��E�l��~��A�Ó���3Ì)Ã � �A~e�¥Î �¥Í)�-��»l�ÞÅ����-�Ë�o»(���-�E�-ÄE�M~��A�S�8Å��Á�A�S~����A�Á»(�
¾E��� � �Þ¾E�E��¾ÇÆ-���o���A�Y`p�+�-��»��+Å����-�f�A~p½-½-���EÅ��E�l��~��A�(�l¿��Á»��E¿�¿Á�p�-�E¿�¿ º ~p¿�ÈÀ�E�����-�lÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�pÍ
~"½)~p�6�A�����Ë�)~p¿�¿M~��A~p�-��¾E��Ø�¿��Á»��E¿�¿Á��ÄE�E���GÙÞ��� ¾ � �+�A����»(�M~pÊË�"��¿Q¾�~pÊËÊË���-�ÑèX�-�M~pÃ����)~p¿Á�Çé
4× 4 Î ß �)~¤»���¿Á��~¤�p���A�E� � �A��¿ º ~p¿�ÈÀ�o�A�¤�-��Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�D½���Å�Å��M~pÊË�¼Å�¾E���Á»��E����¿M~¤���EÃ���¿M~�-�@Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-�Þ¾�Æ-�Þ�A~p½-½-���EÅ��E�l��~
¿M~¤èX¾E���EÅ�¾E�Á��~>é��-�E�8¾�~pÊËÊË�Á�-�Ò�





(h)
(k)Ã (2)(3) · · · (k)(k + 1) ¾E���+Kxw © Í��¥Í@Î�ÎEÎEÍ Æ(Ö �
(h)Ã (2)(3) · · · (h− 1)(h)

Ø��¥Î � Ù

}
��Ê
�P½À��Å�Å��M~pÊË�Þ»��E�-�E���D�-�E¿�¿M~Þ���EÃ���¿M~��-�ÀÅ � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-�D�E�l�A�A~p�-�¼���ÓÃ����(¾E�¤� � �P½)~p�A~>Ö
ÊË�o�A���Ò�9É � �E¿�¿���èX¾E¿M~pÅ�Å���¾E��é

k
¾�Æ-�P�-�EÅ�¾E���Á»l�P¿ º �o»���¿ � ÄE�����-�i�-�E¿�¿M~�Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�pÍ(�fÉ � �E¿�¿��

�-�@½)~p�6�A�E�-Ä�~
h
ÎQåD~�É � �EÅ6�A�Ë½À��Å�Å��M~pÊË�����l� � �����D¾�Æ-�Þ~p�-¾ÇÆ-��¿M~¤Ô � �-ÄE�����-��Ã��E�-�E�A~��A����¾E�

�-��»(�AÂ��-��½��E�-�-�E���f�)~
h
Î � �A~pÊË�Á�A�W��¿-ÊË�o�A�(�-���-�E¿	Kp�E���-�E¿�� ÐV�d²- �� Ú ÍlÜÝ���)�)~p¿�¿M~D���EÃ���¿M~

y*z�{�|e|e} ~A}�������} ��} �,}#���8~���{8����}����*�x��} �
�
(1, 1)

�.�
(1,−1)

���A�S��{������8~A���A{����A�A~8���
(0, 0)

�.�{�����} �E{�~A�S{����A�A~����
(2n, 0) �
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(2) (3) (4)

(4)(4)
(3)(2)

(4)

H�Z���)��*��`
� `
���e���!���*��+�Z\^,�!��b.YF�����AZÀ[���&�&�Z��lZÀ[�)l]�&�Z��I�����XZ�[�^,�
h = 4

�
�p���A�E�-�M~pÊ
����¿@Å���Å6�A�EÊÓ~





F2(x) = x
∑h

l=2 Fl(x)

Fi(x) = x
∑h

l=i−1 Fl(x)
¾E���

i = 3, . . . , h− 1
Fh(x) = xFh−1(x) + 2xFh(x) + xh

Ø��¥Î © Ù

�-��»��
F (x) =

∑h
l=2 Fl(x)

Í)�)~Ë�-�p��~p����¾�Æ-�Þ½)~p�6�A�M~pÊË���)~
h = 2

½À�E��¾�Æ-á¤Å��Þ¿ º ~p¿Á�A�EÄÇÖ
Ä�~�á � �-�-Í'¿ º ~p¿ÁÈÀ�E�����-�+Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�ÓÅ��
����� � ¾E�Û~p� � ��Å��EÊË½-¿���¾E��è Ì)¿M~pÊ
�E�G�A��éAÍ9¾E���(á
��Ã��-�.»���¿Á��~Ñ~pÈ-È-�M~pÊË�ÛÅ���¿Á��~p�G�A� � �)~Ñ½À��Å�Å���È-��¿��\��ÂÓ�-�Ý~pÃ�Ã�� � �G��~¥� � ��½-��¾E¾E�3Å � ¿�¿ º ~pÅ�Å��pÍ
�E���p���A�E�-�M~pÊË�¼� � ���A�8�8¾�~pÊËÊË�Á�-��¾ � ¿�ÊË���)~p�G�A��¾E����½-��¾E¾�Æ-�@� � ���A�S~p�"~p¿Á�A�EÄEÄ�~ � �-�-Î
åP�
¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~
á � �3¾�~pÅ��ËÈ)~p�)~p¿��pÎQåD~��A�
��¿�Å���Å6�A�EÊÓ~±6¥Î � Í-��¿�½-����È-¿��EÊÓ~¼á�¾�Æ-��½À��Å�Å��M~>ÖÊË��¾�~p¿�¾E��¿M~p���-�D¿M~�Å���¿ � ÄE�����-��Å���¿��
~pÅ�Å��EÃ��)~p�-�-�Û~�½-��������� � � º ~p¿Á�A�EÄEÄ�~
Å�½À�E¾E�ÁÌ)¾�~¥Í)¾E���(á
�-������� � Å�¾E�M~pÊË�Ñ~p���p���A�E�-�E��� � �)~3Å���¿ � ÄE�����-�¼Ã��E�-�E����¾�~Ñ�-��½��E�-�-�E�G�A�
�)~

h
Î±� � ���-�-�
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� � � �
�D���x� x2

1−2x
x3

1−3x+x2

x4

1−4x+3x2

[x]nF (x) 2n (− 3
√

5

10
+ 1

2
)( 3

2
−
√

5

2
)n + ( 3

√

5

10
+ 1

2
)( 3

2
+
√

5

2
)n 3

n+1

2
− 1

2���	�8 �¡�¡E¢,£x¤8¥
fn = 2n fn = 3fn−1 − fn−2 fn = 4fn−1 − 3fn−2¦ �	£x¢,¥�¡E¢

�B���x�A] ]	��`
� 

�]§QZ$"%)l]��*���XZ �%�;^�r����XZ Jx���
h = 2, 3, 4

�
h x0 x1 x2 x3 x4 x5

1 ¨ ©�¨
2 ¨ © �
3 ¨ © � ¨
4 ¨ © � �
5 ¨ ©1ª « ©�¨
6 ¨ ©�« ¨.¬ © �
7 ¨ ©�­ ¨�ª ©�¨.¬ ¨
8 ¨ ©�® � ¨ © � ¬ ª
9 ¨ ©�¯ � ® © � ª ¨�ª ©�¨

�������A] ]	�-`
� `
���B���x�A] ]	�i[�°!�FrpZ$"%)I�E] Z�+E+8�WZG[�^��.±Þ[AZ$�����XZx���AZ!J¥^�] Z��G^,&�Zx�����G^,&�Z��I���;^,�XZx��Z
F (x)

�
�-���ËÅ��M~pÊË�����ËÃ��A~p�-�Þ�-��¾�~p¿�¾E��¿M~p������¿)Ã��E�-�E����¾E�¤¾E�G�dmË¾E���E�l�A�

n
ÖX�EÅ���ÊË���-�E¿�¿M~�Ô � �-ÄE�Á���-�

Ã��E�-�o��~>������¾o�pÍ'¾�Æ-�ÓáÓÉ � �E¿�¿��"¾�Æ-�Ó¾E���G��~3� � ���A�+�Q¾�~pÊËÊË���-�Ý¾ � ¿�ÊË�Á�)~p�G�A�Ý�-�+~p¿Á�A�EÄEÄ�~
h�Û¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
Î�ã-�����-�M~pÊË�"É � ���-�-�
�-�E�W����Å � ¿Á��~��A�Q¾�~p¿�¾E��¿M~��A�+Å � ¾�~pÅ��WÅ�½À�E¾E�ÁÌ)¾E�ÒÎ ä �

� ~pÈÀ�E¿�¿M~B�¥Î © »l�o�-Ã����-� ���M~pÅ�Å � �l�A�i�i����Å � ¿Á��~��A�W�p���A�E� � �A�i½À�E�
h = 2, 3, 4

`P~pÈ-È-�M~pÊË�
¾�~p¿Á¾E��¿M~��A�¼¿M~ÞÔ � �-ÄE�����-��Ã��E�-�E�A~��A����¾E�pÍ-��¿À¾E�(�dmË¾E���E�l�A�

n
ÖX�EÅ���ÊË�¼��¿M~¤����¾E�������E�-Ä�~¼¿����-��~>Ö

���Ó¾E��������Å�½À���-�-�E�l�A��`Q� � ���A� É � �EÅ6�A��¾E����¿ º ~p� � �����-�E¿
Å��pÔ �9ôW~p���Ñ~p½-½-¿���¾�~��A�Á»���ì"~p½-¿��pÎ
âPÈ-È-�M~�ÊË�Ë¾E�E��¾�~��A�-Í�~Ë½)~p�6�A�������)~ËÉ � �EÅ6�A�.����Å � ¿Á��~��A�@½)~p�6�A��¾E��¿M~p���×Í)�-�8�A���>»�~p��� � �)~Ó���ÇÖ
¿M~pÄo�����-�W�A�A~��)¾E�G�dmË¾E���E�G�A�

n
ÖX�EÅ���ÊË�-�-�E¿�¿��
Ô � �-ÄE�����-�-Ã��E�-�E�A~��A����¾E�)¾E���

h
»p~p���M~pÈ-��¿Á�pÎ.Ü.�E�

Ô×~p�iÉ � �EÅ6�A�-ÍÀ½À����¾�Æ-áÞ½���Å�Å��M~pÊË�Ë��Å�Å��E�6»�~p���¤¾ÇÆ-�Þ¿���Ô � �-ÄE�����-�SÃ��E�-�E�A~��A����¾E�8¾E���-Å����-�E�A~��A�
Æ)~p�-�-�¼¿M~�Ô�����ÊÓ~

F (x) = xh

P (x)

¾o���
P (x)

½À��¿����-��Ê
�Á�Þ�-��Ãp��~��-�
h
Í¥����Ãl~p�-��ÄEÄE�M~pÊ
�Þ���

� ~pÈÀ�E¿�¿M~±�¥Î � � �)~
Å�½À�E¾E�����-�@»(��Å������-��� º ���-Å����EÊË���-�E�S¾E�G�dmË¾E���E�G�A�8�-�E�8»�~p���
P (x)

Î+åD~
É � �EÅ6��~�~pÈ-È-�M~pÊË�f�A�A~����A�D�-�E¿�¿��+��½À�p�A�EÅ��(Å � ¿�¿M~P���E¿M~pÄo�����-�
¾�Æ-��¾E�E��¾�Æ-�M~pÊË�-Î ä �-�-��¾�Æ-�M~pÊË�
¾E���

A = (ai,j)i,j=1,...,h

¿M~�ÊÓ~��A����¾E�i�-�E��¾E�(�dmË¾E���o�G�A���-�
P (x)

ÍG½À��Å�Å��M~pÊË���-�p��~p���f¾�Æ-�
�EÅ���Å6�A��¿M~¼���E¿M~pÄE�����-�

ai,j = (−1)j(|ai−1,j|+ |ai−2,j−1|)
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¾E���
j = 1, 2, . . . , h+ 1

Î�� � ���-�-�@½À��Å�Å��M~pÊË��Å�¾E���Á»��E���

F (x) =
xh

∑h
j=0 ah,j+1xj

.

åP�9¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~¥Í8��Å�Å��E�6»�~p�-�-��~��-¾ÇÆ-�¼¿M~ � ~pÈÀ�E¿�¿M~��¥Î © ÍÀ½À��Å�Å��M~pÊË�Ó��½��p�A��ÄEÄ�~p���Þ¾�Æ-�¼��¿¾E�G�dmË¾E���E�l�A�
n
ÖX�EÅ���ÊË�

[x]nF (x)
Å��M~¥�

fn = −
h∑

j=0

ah,j+2fn−j.

åD~4�-�p��~p���pÍP¾E��ÊË��~pÈ-È-�M~pÊË�4~p¾E¾E�E�-�)~��A� �-�E¿Á¿ º ���G�A���G� � ÄE�����-� �-��É � �EÅ6��~4�A�EÅ��ÒÍP¾ÇÆ-�
½��p�A���EÊËÊË�Þ¾E���-Å����-�E�A~p���P½)~pÅ�Å��À�-�Á»l�E��Å��À�)~ÞÉ � �E¿�¿����-��¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~ � �-�¤½À�E�
��¾�~pÊËÊË���-�
¾ � ¿�Ê
���)~p�G�A�×Í�Ã��A~pÄE���+~p¿�Ô×~����A�f¾�Æ-�+½À�p�A���EÊËÊË�i�)~p���Q½À�EÅ��G�-�Á»l�E��Å��(~p�l¾E���¥Ô������l�A�G½���Å��Á�A�Á»(�
���-�EÃl~��A�Á»(�W�oÕ��o��� � ~��A�ÒÎ ä �4��Ã��-�W¾�~�ÅA��Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~p���Û¿ º ~p¿�Ã��p���\�AÊË�"�-�WÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�
¾E���-Å6��~
Å���¿����-�8É � ~p¿�¾�Æ-��¾�~p¿�¾E��¿������3½-��ë3½��E�iÉ � ~p�l�A�Ë����Ã � ~p���)~¼�8Å��Á�A�8~����A�Á»(�ÒÎ

Q�w*Q 2 �°zu�-}<5³�-�d~�zu� ºe5'M4�L5�3d� �u�X� CC(n, h)
âPÈ-È-�M~pÊË�D�-�o���A�Þ¾�Æ-� � �Ó~p¿Á�A���DÅ6�A� � ÊË�E�G�A� � �A��¿���~p¿�¿M~P����Å���¿ � ÄE���p�-�W�-�E¿)½-����È-¿��EÊÓ~

�-�EÃ�¿Á�
~p¿�¿��Á�-��~pÊ
�E�G�A�Ý�-�+Å��EÉ � �E�)ÄE�Ñ½-���p�A�E��¾�Æ-�ÓÅA~p���EÈ-ÈÀ�Û¿M~�Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�Ó¾�~pÅ � ~p¿��Ó�-�E�
¾�~pÊ
ÊË���-�.¾ � ¿�ÊË���)~p�l�A�×Î�Ü9�p�A���EÊËÊË�3Ã��E�-�E�A~p���
����ÊË�G�-�3¾�~pÅ � ~p¿����E� � �-�ÁÔ�����ÊË�¼��~p¿��
¾�~pÊ
ÊË���-�(Å�Ô�� � ����~p�-�-��¿ º ~�¿�ÈÀ�E���D�-�)Ã��E�-�o��~�ÄE�����-�pÍG¾E��ÊË�W�-�EÅ�¾E���Á���A�����p� Ü/�ÒÍlÊÓ~D��¿¥¾E��Å6�A�
����Å � ¿Á��~Ó�EÅ�Å��E���Ë�A����½-½��3�E¿��o»p~��A��Ø

O(n3)
ÙÇÎ�âPÈ-È-��~pÊË�ÑÉ � ���-�-�Ý½À�o�-Å�~>�����-�'Å6Ô�� � ����~p���

� � ~p¿Á�A����ÊË�o�A�(�-���-��Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�3¾�~pÅ � ~p¿��p�3É � �E¿�¿��t ��L£ ² ¥ ²9��Í+����½)~p�6�A��¾E�p¿M~p���pÍQ��¿ÊË�o�A�G�-�p ±�L£ ² ¥ ²9�e �§	²�£ ¦ £ «Y �²9��Î ä ¿À½-�����-¾E��½-���Þ�-��È)~pÅ��D�-�E¿�ÊË�o�A�(�-�¼~¤���ÁÌ � �A�¼¾E���-Å���Å6�A��-�E¿
Ã��E�-�E�A~p���Ñ��Ã�Ã��o���A�+�-� � �4Å��p���A�����-Å����EÊË�
B
�-�
A
¾E��Å6�A� � �E�-�-��½-����ÊÓ~�É � �E¿�¿��+�-�

A
¾�Æ-���-��»(�A~p�-�-�Ñ�EÅ�Å��E���
½-��ë"Ô×~p¾E��¿��9�)~Ó�p���A�E�-�E���pÎ¤Ü9�E��Ã��E�-�E�A~p��� � ����Ã�Ã��o���A�Û�-�

BÅ��+Ã��E�-�E�A~ � � ��Ã�Ã��o���A�"�-�
A
Í.Å��+¾E���G�A����¿�¿M~ÑÅ��ÛáÛ~p�-¾�Æ-� � ���pÃ�Ã��o���A�"�-�

B
Í'Å��Ó¿��"á

~p¿�¿Á���A~ ¿ º ~p¿�Ãp�����\�AÊ
� �A�E��ÊË���)~ ¾E����Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�-ÍWÅ��3�-����¿���á3¿ º ~p¿�Ã������\�AÊ
������¾E��Ê
���-¾E�M~
Ã��E�-�o��~��-�-� � � ~p¿Á�A������Ã�Ã��o���A���-�

A
Î ä ¿�½-�����-¾E��½-����á3Å��EÊË½-¿���¾E�pÍQÊÓ~���¿WÊË�o�A�(�-��á

Å�½��EÅ�Å����-�¡mË¾E��¿��Ë�)~ ~p½-½-¿���¾�~p���pÍ.½À�E�¼¿M~��-�¡mË¾E��¿Á��Â3�-�
Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�Ó�-�E¿�¿ º ���-Å����EÊË�
A
Î

ä �¥Ô×~����A�f�-���hÅ���¿���È-��Å���Ã��)~�¾E��Å6�A� � �����
A
���hÊ
�(�-��¾ÇÆ-�"¿M~�Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�"�-�

B
Å��M~

� �-�ÁÔ�����ÊË��Í9ÊÓ~�~p�-¾ÇÆ-�ËÔ×~p���Ë����ÊË�(�-��¾ÇÆ-�Ó��¿Ý�A~p½-½À���6�A���A�A~3¿��Ë¾�~p���-���)~p¿��Á��ÂÑ�-�E�QÅ � �
���-Å����EÊ
�.Å��M~Û½-��¾E¾E��¿��-Í@ÊË�EÃ�¿����Ñ~p�-¾E�p��~ÛÅ��
¾E��Å6��~p�l�A�pÍS½À�E��Ãl~p�A~p�G�A�����¤¿ º �dmË¾E���E�-Ä�~ÑÊË�ÇÖ
�-�M~Ó�-�E¿�¿ º ~p¿�Ãp�����\�AÊ
�Á� Ï �ÒÎ¼ì��E�l�A���
½À�E���.ÊË�o�A�(�-�'~Û���ÁÌ � �A�ÑÅ��'½-���G¾E�E�-�Ë~p¿.¾E���G�A����¿�¿��
�-�E¿�¿ º ~p½-½)~p�6�A�E�-�E�-Ä�~��ÞÊË�E�-���-� � �Ë��Ã�Ã��o���A�¤~p¿�¿ º ���-Å��Á�EÊË�W¾E���-Å����-�E�A~��A�¤~p¿�¿M~fÌ)�-�f�-�E¿�¿M~
Å � ~ÞÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�pÍG½À�E�+É � �E¿�¿���~Þ���ÁÌ � �A�¤~p�l�A��¾E��½)~��A����¿)¾E���l�A����¿�¿��D»(���E�-�P�oÕ��o��� � ~��A�¤~p�
��Ã��-�Ý½)~pÅ�Å��-Î�}
� � �-�����A��Ã�¿�����¾�Æ-�Ó¿��
�-�¡mË¾E��¿Á��ÂÑÅ��M~p�-��¿��ËÅ6�A�EÅ�Å��pÎ�Ü9�E�¤Ã��E�-�E�A~p���Ë���
ÊË�G�-�Ë¾�~pÅ � ~p¿��Þ�E� � �-�ÁÔ�����ÊË� � �"¾�~pÊËÊË�Á�-�
¾ � ¿�ÊË���)~p�l�A���-�9~p¿Á�A�EÄEÄ�~

h
�Þ¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
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n
½)~p�6�A�M~pÊË�Ñ�)~p¿Ý½ � �l�A�

(0, 0)
ÍS�EÅ6�A�A~p�M~pÊË�3����ÊË�(�-�3¾�~pÅ � ~p¿�� � ��½)~pÅ�Å��"¾E���EÅ�¾E�o�G�A�

� � �-�Ó�-�E¾E���EÅ�¾E���l�A��Í@�Þ½À���9¾E���l�A����¿�¿���~pÊ
�
Å��¼Å����-�ÓÅ��EÊË½-���¤����Å�½À�o����~��A�Þ¿��Þ½-����½-�����o��Â
�-�E�9¾�~pÊËÊË�Á�-�8¾ � ¿�ÊË���)~p�G�A�×�+�-�o»l���-�Û�EÅ�Å��E���¼½À��Å��Á�A�Á»(�
Ø�É � ���-�-�S¾E��� ¿��Þ�EÅ6�A�A~pÄE�����-�9�-�E�
½)~pÅ�Å��À�-���Û½À��Å�Å��M~pÊË�¤Å�¾E�E�-�-�E����Å��p���A�¤¿ º ~pÅ�Å���Ù+�P�-���Û½���Å�Å����-��Å � ½À�E�A~p���D¿ º ~p¿\���oÄEÄ�~

h
Î

ÜÝ�A~��A��¾�~pÊ
�E�G�A�W�¥¾�~pÊËÊË���-�(�-�o»����-�Þ����ÊÓ~p�-�E���
��� � �
���o����~p�-Ã���¿��
n×h ÎµWDÅ�Å��E�6»(�M~pÊË�É � ���-�-��¾�Æ-��¿M~¤Ã��E�-�E�A~pÄE�����-��¾�~pÅ � ~p¿Á���-� � �Ñ¾�~pÊËÊË���-�¼¾ � ¿�ÊË���)~p�G�A�P���ÛÅ�á��-�p�3á��-�ÁÔMÖ

Ì)¾E��¿Á�pÍ(��¿�½-����È-¿��EÊÓ~ÞáP¾E���-��Å�¾E�E���D��¿À�A~p½-½����6�A�¤�A�A~Þ¿��f¾�~p���-���)~p¿��Á��Â��-�o��� � �D���-Å����EÊË�)�-�
¾ � �'½)~��A¿�~�»�~pÊË�Ñ~p¿�¿ º �Á�-�ÁÄE���¥Î ä �¥Ô×~����A�'½���Å�Å��M~pÊË�ÛÅ���¿��Ñ��½��p�A��ÄEÄ�~p���¼¾�Æ-��¿M~ÓÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�
¾�~pÅ � ~p¿Á���-�-É � �EÅ6�A�)¾�~pÊËÊË���-�(Å��M~DÊË��¿Á�A�PÅ���ÊË��¿Á��~DÉ � �E¿�¿M~D�-�E�-½-���oÌ)Å�Å��)�-�E�-¾�~pÊËÊË���-�(�-�
åJI(¾^K�� Ï �ÒÍ�ÊÓ~i�-���¼Å��M~pÊË�f���¤Ã��A~p�-�P�-�(¾�~p¿�¾E��¿M~p���pÍ�½À�E�

h
�E�
n
Ã��E�-�E����¾E�ÒÍpÉ � ~��G�A�(Å����-�

���������Ç~�¿��¤�.¾�~pÊËÊË�Á�-�S¾ÇÆ-�¼½À��Å�Å����-�Ñ�EÅ�Å��E���
Ã��E�-�E�A~��A�9�A���A~p�-�-�Ó��Ã��-�9»���¿Á��~ � ��½)~pÅ�Å��
¾E���EÅ�¾E�E�l�A��� � �-���-�E¾E���EÅ�¾E�E�G�A�pÍ)�DÉ � ~p�l�A��Å����-��¿��P½-����È)~pÈ-��¿��\��ÂÞ�-�À�E���A�p�A��ÎQâ É � �EÅ6�A�
½-����½���Å��Á�A� È-��Å���Ã��)~"~pÃ�Ã�� � �-Ã��E���Ó¾�Æ-�Û�)~p¿�¿ º ��Å�Å��E�6»p~pÄE�����-�Ë�-�
ÊË��¿Á�A�Q¾�~pÅ��
½)~p�6�A��¾E��¿�~p���
Ø×ã.��Ã � �A~Á�¥Î � ÙÇÍ
Å��i�-�p��~�¾ÇÆ-���-����á�½-���pÌ)¾ � � ~pÅ�Å��EÃ��)~p���"¿M~�Å6�A�EÅ�ÅA~�½-����È)~pÈ-��¿��\��Â �-�
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r
�-�Á»��E�G��~Ñ½-��ë�Ã��A~p�-�-�
�3½-��ë�½-��¾E¾E��¿��Ñ�-�ÝÉ � �E¿�¿��3�-�

p
Î
Ú(�M~

w
� ��¾E�G�-��¾E��È-���)~p�����-Í(Å��M~p�-�

wi

¿ º �\ÖX�EÅ���ÊË~¤¾E�ÁÔ��A~¼�
val(w)

¿��
Å6»(��¿ � ½-½��
�-�
w¾E��Ê
��� � ÊË�E���
����~p¿��pÍ-¾E���(áp�

val(w) =
∑

i≥1

wi2
−i.

ä ��~p¿Á�A����½)~p����¿�����¿�È-�Á�i�-�E¾E��Å��Á»��ËáD��~p¿���¾�Æ-�p�
� Î
1 ≤ j < i ⇒ rj = pj

`
© Î
(ri = 1 ∧ pi = 0) ∨ (ri = 0 ∧ pi = 1)

Î
åD~��-�p��~p����¾ÇÆ-�pÍ)���3É � �EÅ6�A�Ë¾�~pÅ��-Í

p
áD�A�A~�����~��A�
¾E��ÊË��Å���Ô���Å�Å���¾E���-��Å�¾E� � �A�
��Ì)�-�Á�A�-Í

ÊÓ~3��������~p¿Á��Â3á � Ã � ~p¿��Ó~ 1
φ

Í.¾E���
φ = 1+

√
5

2

Ø��� �¢�£ ¦ �Æ  ¥ �¬�¬ ¥ÙÇÍ.É � ���-�-�QÆ)~ � ��� � ÖÊË�E���Ñ���¥Ì)�-�Á�A�Ñ�-�Ý�-�E¾E��ÊÓ~p¿Á�ÒÎ¼Ü9�E��É � �EÅ6��~��A~pÃ������-�¼Ã�¿��'~ � �A�����'Å � ½-½À���-Ã����-���-�'�-���
¾E���-�pÅA¾o�E���D��¿-»p~p¿������i�-�

p
�i»p~p¿ � ��~p�-�Þ��¿)Å��EÃ��-�¼�-�E¿�½À��¿����-��Ê
�Á��Å �

val(r)
Í(�-�oÌ)�-�E�-�-�

¾E��Å9�+¿M~Ó½-����È)~pÈ-��¿��\��Â¥Î�åP�o�A�E��ÊË���-�M~pÊ
�Ó��¿.½À��¿����-�pÊË�Á�Ó¾E��ÊË�¼Å��EÃ � �p��~pÅ�Å � ÊË�E�-�-�3¾ÇÆ-�
a
~pÈ-È-�M~�½-����È)~pÈ-��¿��Á��Â

p
�P¾�Æ-�

bb
~pÈ-È-�M~Þ½-����È)~pÈ-��¿Á�Á��Â

q
Í(½��E�
����Å�½À�o����~p���f¿ º � �-�ÁÔ�����Ê
�Á�AÂ

Å��E¾E���-�-�Ó¿M~
¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
�-��È-È-�M~pÊË�Ë~�»l�E���
q = p2

�
p + q = 1

Î°� � ���-�-�8�p���A�E�-�M~pÊË�
¿ º ���-�o�G�A�Á��Â

1−p−p2 = 0
ÎQ}
���-Å����-�E���M~pÊ
����¿¥½À��¿����-�pÊË�Á�

P (x) = 1−x−x2
Í(~�»��E�l�A�
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p p + p Ê = 1
P(p) = 1 – p Ê - p  = 0

a
bb

H�Z���)��*�<³!����� §S��J�J��*��"������*��+�Z\^,�!�:���*�8�([��D���A]AJ¥^�] Z��G^,&�Z\^
P (x)

[*°!�]���.�!�lZ$";[E�S]	�<J��;^,�I���lZ ] Z��*s
�!�A]�[��,";^���Z H�Z��-^,�I��[�[AZ �!�A] ]1t Z��������%r��E] ]\^

[0, 1]
µG[�^,��Z &�^,�XZ�rpZ ��]$�W]\^,�;^�J��;^,�I���lZ ] Z��*s
�

p
¾E��ÊË���A~p�-��¾E�pÍ��Ç~�¿���½À��¿����-��Ê
�Á��á��>»G»(�M~pÊË�E�l�A���-�E¾E���EÅ�¾E�E�G�A�P���

[0, 1]
ÍG¾E��ÊË��Å��-»l�E�-�

���ÛÌ)Ã � �A~ � Î � Î
Ú � ½-½����-�M~pÊË�
¾�Æ-�Þ��¿�»p~p¿������

p ∈ [0, 1] Å��M~�Å�¾E���-��Å�¾E� � �A�Ó��¾�Æ-� P (x) Å��M~
�-�E¾E���EÅ�¾E�E�(Ö�A�pÎ3çS~"ÜÝ����½-�����o��Â
3
���t� Ü Ï �
á
Ô����-�)~pÊË�E�l��~p¿��
½À�E�¤¾�~p½-�����
¾E��ÊË�
»p~p¿ � ��~p���

P (x)
Í

É � �EÅ6�A�¤½À���6��~Þ~p¿�¿M~DÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�i¾�~pÅ � ~p¿��f�E� � �-�ÁÔ�����ÊË���-� � �)~Þ½)~p����¿M~��-��ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�
�-�@¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~�Ì)Å�ÅA~���~¥Î
üÞõ$��*/�Àþ�ò�÷Gò��ÀóSù  F×û \� �²9�

p þ ¤ � r Ã|� ¤ ²��� �²�²9� ¥ §	£ Õ?���Lª��dª��d§	²9��¯?£C²- Æ¯?£C² þ  ��C�f���� �Ó
â Ú ri = 1 ⇒ Ë pi = 0 ⇔ (val(r1r2 . . . ri−11) > val(p)) Ì�Í
ã Ú ri = 0 ⇒ Ë pi = 1 ⇔ (val(r1r2 . . . ri−11) ≤ val(p)) Ì Ú

åP��½��¤��Ã��-���EÅ6�A�A~pÄE�����-�f�-� � �ÓÈ-�Á�
ri
ÍG½À�E�+¾E���l�A����¿�¿M~p����Å��PÉ � �EÅ6�A�¼áf��¿)È-�Á�+�-�E¾E��Å��Á»l�-ÍGá

Å � mË¾E���E�l�A�
¾�~p¿�¾E��¿M~p���
P (val(r1r2 . . . ri−11))

Î ß �¤� � ÊË�E���
r
á
Ã��E�-�E�A~��A�PÈ-�Á�.~fÈ-�Á�9�pÍ

�-��½��¼��Ã��-�À�EÅ6�A�A~pÄE�����-�pÍ(»��E�-Ã����-��¾�~p¿�¾E��¿M~��A�)��¿�»�~p¿������P�-�
r
Ø
= val(r)

ÙQ�
P (val(r1))É � ���-�-�Ò�

• ÅA� ri = 0
�
P (val(r1r2 . . . ri−11)) ≥ 0

~p¿�¿����A~
ri
áÛ��¿QÈ-�Á�¤�-�E¾E��Å��Á»��-Í'�Û¾E��Ö

Å9�
val(r1r2 . . . ri−10) ≤ val(p)

`
��� É � �EÅ6�A��¾�~pÅ���Å���~pÃ�Ã�� � �-Ã��Ó��¿+ÊË�p�A�Á»��
a~�»��E�l�A�Þ½-����È)~pÈ-��¿��\��Â

p
`

• ÅA� ri = 1
�
P (val(r1r2 . . . ri−11)) < 0

~p¿�¿��p�A~
ri
áË��¿ÝÈ-�Á���-�E¾E��Å��Á»��-Í9�Ë¾E��Å9�

val(r1r2 . . . ri−11) > val(p)
`Þ���OÉ � �EÅ6�A� ¾�~pÅ���Å���~pÃ�Ã�� � �-Ã�� ��¿DÊË�p�A�Á»��

bb~�»��E�l�A�Þ½-����È)~pÈ-��¿��\��Â
(1− p) = p2

Î
G ~�� � �A~p¿�Ê
�E�G�A�pÍ>¿ º �EÅ6�A�A~pÄE�����-�Q�-�E�GÈ-�Á�9¾E���l�A��� � ~�Ì)�-�D~i¾�Æ-�
�-����»(���E�-�+�A~pÃ�Ã�� � �l��~ � �)~
�-�E¿�¿Á�¼� � ��Å��Á� � ~pÄE�����-�9½-���E¾E�E�-�E�l�A�Ý��½À���9Ì)�-�3~Û¾ÇÆ-���-��� »(���E�-��Ã��E�-�E�A~���~Û����ÊË�G�-�
¾E��Ê
½-¿��o�A� � �)~3½)~p����¿M~Ñ�-�Ý¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~ÑÌ)Å�ÅA~���~

n
ÎÆ� � �EÅ6����á � ��ÊË�o�A�G�-�"~Ñ���ÁÌ � �A�-Í
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½�����¾�ÆY´pÍWÅ��"~�»��EÅ�Å���ÊË�
w ∈ Ln−1

�pÍ
¾E��� ¿ º ~p½-½-¿��Á¾�~pÄE�����-�Ñ�-�E¿�¿ º ~p¿�Ã������\�AÊ
�-ÍÝ»��E�-��Å�Å��
~pÃ�Ãp� � �G�A�¼��¿�ÊË�p�A�Á»��

bb
Í-Å��@�p���A�E�����EÈ-ÈÀ��¿M~¼½)~p����¿M~

w′ ∈ Ln+1

Í-¾�Æ-���-�>»(���EÈ-È��Þ�oÅAÅ��E���
���ÁÌ � ��~���~�½À�E��¾�Æ-á3ÅA~p���EÈ-È��3�-�
¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n + 1
Î ä � ��~p¿��ÛÅ��Á� � ~pÄE�����-�Ó¿ º ~p¿�Ã��p���\�AÊ
�

����¾E��Ê
���-¾E�M~¤�)~p¿8½-����ÊË�¼½)~pÅ�Å�� Ø�âP¿�Ã������Á�AÊ
�
1
���B� Ü Ï � ÙÇÎ

Ãuw¬¹ ÄÅ5Í}�~'3d� �u�6ÎB}��8È"~�zL5xº-º��
ä �l�A���(� � ¾E�M~pÊË�Ë���A~ � � ÊË�o�A�(�-�ËÅ���ÊË��¿Á�Þ~ËÉ � �E¿�¿��Ë»(��Å6�A�Ó½��E�PÃ��E�-�E�A~p���¤���"ÊË�G�-�

� �-�ÁÔ�����ÊË�Ó�3¾�~pÅ � ~p¿��Ñ½)~p����¿��Û�-� � �)~�½)~p�6�A��¾E��¿M~p���ÓÔ×~�ÊË��Ã�¿Á��~"�-��� � ÊË�E���W¾ÇÆ-�3á � �)~
Ã��E�-�o��~�¿���ÄEÄ�~pÄE�����-���-�Þã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�×�4��� � ÊË�E�����-� � ����ÈÀ���)~p¾E¾E�ÒÎ � ~p¿���� � ÊË�E����Å����-�
Ã��E�-�o��~>���@�)~p¿�¿M~¼Å��EÃ � �E�l�A�Þ����¾E�������E�-Ä�~�¿����-��~p���p�





fn = fn−1 + fn−2 + fn−3

f−1 = 1
f0 = 1
f1 = 2

Ø � Î © Ù

ä ¿P¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á� ç �-� � ����ÈÀ���)~p¾E¾E�Pá��A~pÄE�����)~p¿��"Å � ¿�¿ º ~p¿\Ô×~pÈÀ�o�A�
Σ = {a, b, c} Í L =

ε+ La+ Lbb+ Lccc
�
L = {ε, a, aa, bb, aaa, abb, bba, ccc, . . .} á�¿ º ���-Å����EÊË�D���¥Ì¥Ö�-�Á�A�Û�-�E¿�¿��¼½)~p����¿��pÍ@�����-���)~��A��Å��E¾o���-�-��¿M~Û¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~Ñ¾E���EÅ�¾E�E�G�A�pÎËÚ(�M~

Ln
¿ º ���-Å����EÊË�

�-�E¿�¿Á�¼½)~p����¿��¼�-� � ����È����)~p¾E¾E�'�-�'¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
n
Î¼Ü9��Å�Å��M~pÊË�Ñ�p���A�E�-�E��� � �)~Ñ½)~p����¿M~Ó�-�

¿ � �-Ã�Æ-�oÄEÄ�~
n
�����A���ÛÊË�G�-�+½À��Å�Å���È-��¿��×�

Ln−1a
Í
Ln−2bb

Í
Ln−3ccc

Î G ~�� � �A~p¿�ÊË�E�l�A�pÍÅ��Ñ��¿
ÊË�p�A�Á»l� �EÅ6�A�A~����A��á
bb
�Ñ¿M~ ½)~p����¿M~"¾E�������E�G�A�3~�¾ � ���-��È-È-�M~pÊË��~pÃ�Ã�� � �-Ã��E��¿��

Æ)~�¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
(n − 1)

ÍW¿M~�� � ��»p~�½)~p����¿M~�~�»(�AÂ�¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
(n + 1)

ÍWÉ � ���-�-�i��~>Ö
¿��¤½)~p����¿M~ÓÅA~p�AÂÛ���ÁÌ � ��~���~Ó�¼¿M~Ó½-���(¾E�E� � �A~Ñ����¾E��ÊË�Á�-¾E�M~Ë�)~p¿�¿ º �Á�-�ÁÄE���-ÍÀ¾E��ÊË�¼ÊË��Å6�A�A~��A�
�-�E¿�¿ º âP¿�Ã������\�AÊ
� � ÎÑÜ9�E�¤�EÅ6�A�A~p�����Ë��Ã��-�Q½)~p����¿�~3�-�

Ln
����ÊË�(�-���EÉ � ��½-����È)~�È-��¿��pÍ9¿M~

½)~p����¿M~¼»(�Á�E�-�ÞÃ��E�-�E�A~���~ËÊË�p�A�Á»��
�-��½��ÓÊË�p�A�Á»����A�A~pÊË�Á�A�D¿M~
Å�¾E�E¿Á��~
�-�SÉ � �E¿�¿��
�)~Ë~pÃ�Ö
Ã�� � �-Ãp�E����~p¿�¿M~�½)~p����¿M~�¾E�������E�G�A�p����¿fÊË�p�A�Á»l�

a
¾E�p�O½-����È)~pÈ¥��¿��Á��Â

p
Íi��¿fÊË�p�A�Á»��

bb¾E��� ½-����È)~pÈ-��¿��\��Â
q
Í'��¿QÊË�p�A�Á»��

ccc
¾E��� ½-����È)~pÈ-��¿��Á��Â

v
Î"Ü.�E� � �-�ÁÔ�����ÊË�Á�AÂ3Å��E¾E���-�-�

¿M~3¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~¥Í'~pÈ-È-�M~pÊË�-�
q = p2

�
v = p3

Í.���-��¿Á�A���
p + q + v = 1

Î ä � É � �EÅ6�A�
ÊË�G�-�

p
á�¿M~��A~p�-��¾E�3Å�¾E���-��Å�¾E� � ��~��-�E¿i½���¿����-��ÊË�Á�

P (x) = 1 − x − x2 − x3
���

[0, 1]
ÎÝâ��3��Ã��-��½)~pÅ�Å��
�-�E¿�¿M~¤¾E��Å6�A� � ÄE�����-���-�E¿�¿M~¤½)~p����¿M~¼~pÈ-È-�M~pÊË� � �)~�Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�

¾�~pÅ � ~p¿Á�"�-�
r
½À�E�ÓÅ�¾E�EÃ�¿Á���E��� � �-� �-�E�i�A����ÊË�p�A�Á»(�W�A�A~pÊË�Á�A� � �)~�Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~pÄo�����-�

�-�E¿@ÊË�o�A�(�-�¼�A����»p~��A�
½��E�i�@� � ÊË�E���@�-�8ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�ÒÎÝã)���-�)~�ÊË�E�G��~p¿�Ê
�E�l�A�D��¿�� � ÊË�E���
����~p¿��

r
�-�o»��Þ�EÅ�Å��E���¤�EÅ6�A�A~����A�Ë���ÑÔ�����ÊÓ~�È-���)~p���M~¼��Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�Á»�~pÊË�E�l�A�Þ»(���E�-��»p~p¿ � ��~>Ö

�A�����
val(r1)

��¿Ý½À��¿Á���-��ÊË�Á�
P (x)

½��E�¤¿M~ÑÅ�¾E�E¿Á��~��-�E¿QÊË�p�A�Á»����)~�~pÃ�Ã�� � �-Ã��E���Ë~p¿�¿M~
½)~p����¿M~Ñ¾E�������E�l�A�Ó�-� � ����ÈÀ���)~p¾E¾E�ÒÎ3ÚGÔ����6� � �)~���~pÊË�E�l�A�Ë����É � �EÅ6�A� ¾�~pÅ�� �-����á
�A����½(Ö
½���Å��EÊË½-¿���¾E�Ó»p~p¿ � ��~p���Ñ��¿WÅ��EÃ��-���-�E¿�½���¿����-��ÊË�Á� ½À�E��¾�Æ-ápÍWÉ � ~p�-�-��¿M~"»p~�¿ � ��~pÄE�����-�
á��-�EÃl~��A�Á»p~¥Í8��¿'ÊË�p�A�Á»��Ñ�)~3~pÃ�Ã�� � �-Ã��E�����-����á
�-�o�A�E��ÊË���)~��A�Ñ����ÊË�(�-� � �-�Á»��(¾E�-����¿
� � ÊË�E���"����~p¿��

r
áÓ���

(p, 1] = (p, p + p2]
⋃
(p + p2, 1 = p + p2 + p3]

Í.É � �EÅ6�A�
� � � � ¿Á�A��Ê
�9���l�A�E�6»p~p¿�¿Á�9¾E��������Å�½À���-�-���-�Ñ����Å�½��o���A�Á»p~pÊË�E�l�A��~p¿�¿M~ËÅ�¾E�E¿Á��~Û�-�E�'ÊË�p�A�Á»(�

bb
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p + p Ï
p p + p Ï + p Ð = 1

a
bb

P(p) = 1 – p Ï - p  = 0

ccc

H�Z���)��*�<³!� 

� §S��J�J��*��"������*��+�Z\^,�!�:���*�8�([��D���A]AJ¥^�] Z��G^,&�Z\^
P (x)

[*°!�]���.�!�lZ$";[E�S]	�<J��;^,�I���lZ ] Z��*s
�!�A]�[��,";^���Z �/�XZ��¥^,�I��[�[AZ1�
�
ccc
Ø »l�E�-�ÀÌ)Ã � �A~ � Î © ÙÇÍ¥Å��EÊË½-���D¾E���-Å����-�E�A~p�-�-��¿��P½-����È)~pÈ-��¿��\��ÂÞ�-�E��Å����-Ã���¿��ÀÊË�����\»(�ÒÎ

Ü9�E���p���A�E�-�E��� � �3~p¿�Ã������Á�AÊ
�¼~¤�A�E��ÊË���)~pÄE�����-�D~pÅ�Å���¾ � �A~���~¼½���Å�Å��M~pÊË�¼���G�A���G� � ����� � �
Ñ 
�ô���õ�òMú>øB� û

EstrazioneUniforme (n)ñÛù201�9ò�õ>ù @ � �3���G�A�E���
�@Î
ÿ�ó9þN�Sõ>ù @ � �)~�½)~p����¿M~¼¾�~pÅ � ~p¿�� � �-�ÁÔ�����ÊË�

w
�-�8¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
�@Î

w = ε
`

ÒiÓ ò�
�ù |w| < n
�4�

m = RandomPattern
`

w = wm
`

ò1Ô |w| > n
ú Ó ù(ó

w = ε
`

ù(ó���ò1Ô
ù(ó�� ÒiÓ ò�
�ùò1Ô |w| > n

ú Ó ù(óè;~p¿�Ã��p���\�AÊË�¼¾�Æ-��Ì)�-��Å�¾E�Çé�Î
ù(ó���ò1Ô Î

���l�A�E���
T
¾�Æ-�f�A~p½-½-���EÅ��E�l�A�À��¿-� � ÊË�E���ÞÊÓ~pÅ�Å���ÊË���-�)�Á�A�E�A~pÄE�����-�-½À�o�AÊ
�EÅ�ÅA��Î ä �ËÉ � �EÅ6�A�

ÊË�G�-�"¾E���-Å����-�E���M~pÊË� � �)~3»p~p���M~pÈ-��¿Á�
k
¾�Æ-�Û¾E���l��~"��¿Ý� � ÊË�E���"�-�+�EÅ6�A�A~pÄE�����-�Q�oÕ��o�6Ö

� � ~��A���i¿ º ~p¿�Ã������\�AÊ
�P�A�E��ÊË���)~�~p½-½À�E�)~�Å��-»��E���ÁÌ)¾�~�¿M~DÅ��Á� � ~pÄE�����-�
k > T

ÎÝåP��È-È-�M~pÊË�
¾E���¥Ô������l��~p������¿�¾E�������E�l�A�"¾E�G�-��¾E�"È-�Á�)~p������¾E��Å6�A� � �Á�A���A�A~pÊË�Á�A�Ñ¿ º ~p¿�Ã��p���Á��ÊË�¥Í+¾E���h¿M~
Å�¾E���-��Å�¾E� � �Ç~�ÊÓ~�È��E� �-�o�A�E��ÊË���)~���~�½-����È)~�È-��¿��Á��Â

p
Î Ü9�E��Ô×~p���3É � �EÅ6�A���-��È-È-�M~pÊË�

»�~p¿ � ��~p���f��¿�Å��EÃ��-�¼�-�E¿À½À��¿����-��Ê
�Á�
P (x) = 1−x−x2−x3

¾�~p¿�¾E��¿M~��A������Ø
val(r1)

ÙÇÍ
Å��E¾E���-�-�Ë��¿@� � ��»l�ËÈ-�Á���EÅ6�A�A~����A�Ë½À�o�f���A�A�E�-�o�A�

r
Î�� � ���-�-�Ò�

• ÅA� ri = 0
�E�4��¿
Å��EÃ��-���-�

P (val(r1))
áÑ½À��Å��Á�A�Á»��-ÍQ~p¿�¿����A~"áÑÅ6��~��A� �A���>»�~��A�
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p + p Õ
p p + p Õ + p Ö = 1

bb
ccc

Q( p × ) = 2p × - 2p × +2p × -1 =0

H�Z���)��*�Ø³!� `
�h§S��J�J����E"������*��+�Z\^,�!�[���*�8�([��k���A] ]	�i�%�*�,"�Ù ^,�%&'��+�Z\^,�!�[�!�E]FJ¥^�] Z��G^,&�Z\^
P (x)

�
Q(t)

�
��¿QÈ-�Á�Þ�-�E¾E��Å��Á»��"�

r
����Å � ¿Á��~3�EÅ�Å��E���Û½-��ë�½-��¾E¾o��¿����-�

p
Í9É � ���-�-�

a
áË��¿QÊË�p�A�Á»��

�EÅ6�A��~>�A�A�"Ø�¾E���(á���¿�ÊË�p�A�Á»l��~�»��E�l�A�Þ½-����È)~pÈ-��¿��\��Â
p
ÙL`

• ÅA� ri = 1
�E� ��¿SÅ��EÃ��-�Û�-�

P (val(r1))
á¤�-�EÃl~��A�Á»��-Í�~p¿�¿����A~�á¤Å6��~��A�Ë������»�~��A�Û�Á¿

È-�Á�i�-�o¾E��Å��Á»l���
r
����Å � ¿Á��~¤�EÅ�Å��E���Þ½-��ëÑÃ��A~p�-�-���-�

p
ÊÓ~¼�-���3ÅA~p½-½-�M~pÊË�
~p�-¾E���A~

Å��
r
á�½-��ë�½-��¾E¾E��¿�����½-��ë�Ã��A~p�-�-���-�

(p + p2)
ÍW¾�Æ-�"á�¿M~�½-����È)~pÈ-��¿��\��Â��-�E¿

ÊË�p�A�Á»l�
bb
ÎÞåP�'¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~3�-��È-È-�M~pÊË�ËÔ×~p��� � �)~ÛÅ��E¾E���-�)~Û»p~p¿ � ��~pÄE�����-�¤�-�

P (x)
Î

WD½À�E���M~pÊË��~�É � �EÅ6�A��½-����½À��Å��Á�A� � ��¾�~pÊ¼È-�����-�W»�~p���M~pÈ-��¿��Û½À�E�
¾E���-Å����-�E�A~p���
¾E��ÊË�Þ� � �>»�~Ó�A~p�-��¾E�

(p + p2)
Í�¾E��ÊË�Þ���3Ì)Ã � �A~ � Î �¥Î ä ¿8»��E¾E¾�Æ-���Û½À��¿����-��Ê
�Á�
á

P (x) = 1− x− x2 − x3
Í-¾E���

P (p) = 1− p− p2 − p3 = 0
Î

}
���-Å����-�E���M~pÊË� � �)~
� � ��»p~�»�~p���M~pÈ-��¿��
p1

�

p1 =
p2

1− p
.

åD~
�-�p��~p����¾�Æ-�
1− p = p2 + p3

Í)É � ���-�-�Ò�
p1 =

1
1+p

−→ p = 1−p1
p1
.

}
��� É � �EÅ6��~"Å���Å6�A�Á� � ÄE�����-�
�p���A�E�-�M~pÊË� � � � � ��»�� ½���¿����-��ÊË�Á�
Q(t) = 2t3 −

2t2 + 2t− 1 ��~p¿��D¾ÇÆ-� Q(p1) = 2p
3
1 − 2p2

1 + 2p1 − 1 = 0
Î

Ú(�E¾E���-�-�3¿M~Ë���EÃ���¿M~Ó�-�'åP�EÅ�¾�~p�6�A�EÅ���¿9Ã��A~�Ì)¾E�Ñ�-�o¿'½���¿����-��ÊË�Á�
Q(t)

á�~p�)~p¿���Ã��
~
É � �E¿�¿����-�E¿8½-���E¾E�E�-�E�G�A�Þ���

[0, 1]
Î

âi�-�EÅ�Å��Ó�-��È-È-�M~�ÊË�¼»p~p¿ � ��~p���
Q(val(r1))

vÇ�
y%Ú�{e��}����8���A{����<���A�

ri = 1 �
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◦ Å�� Q(val(r1)) á¤�-�EÃl~��A�Á»��-Í@~p¿�¿Á���A~
á¤Å6��~��A�Ó�A����»p~��A�Û�Á¿9È-�Á�P�-�E¾E��Å��Á»��Û� rá¼½-��ë�Ã��A~p�-�-�¼�-�
(p + p2)

Í@É � ���-�-�.��¿9ÊË�p�A�Á»��Û�EÅ6�A�A~����A�Ñá
ccc
¾E����½-����Ö

È)~pÈ-��¿��\��Â
p3
`

◦ ~p¿Á�A����Ê
�E�l�A�+��¿+È-�Á�¼�-����áÑ�-�E¾E��Å��Á»����Ó»(���E�-�Û�EÅ6�A��~>�A�A� � ��~p¿Á�A���"È-�Á��Í z1

Í
¾�Æ-�DÅA~p�AÂ¤¿ º

ri−1

ÖX�EÅ���ÊË�¤È-�\�W�-�E¿�� � ÊË�E���¼����~p¿��
r
�P»(���E�-�f»p~p¿ � ��~��A�¼~p�-¾E��Ö

�A~Û��¿9½À��¿����-��Ê
���
Q(t)

Í@���
val(r1 · · · ri−111)

¾E����¿M~ÓÅ6�A�EÅ�ÅA~3½-���(¾E�E� � �A~
� �A��¿��ÁÄEÄ�~���~�½À�E�+��¿�½���¿����-��ÊË�Á�����-��ÄE�M~�¿Á�p�.��¿)È-�Á�+áP�-�E¾E��Å��Á»��¤�PÅ��À�EÅ6�A�A~pÃ�Ã����-�
����Å�½À�o���A�Á»�~pÊË�E�G�A�

ccc
�
bb
~ Å��E¾E���-�)~ ¾�Æ-�Û¿M~�»�~p¿ � ��~pÄE�����-�Ó�-�

Q(t)
���

val(r1)
Å��M~¼�-�EÃl~��A�Á»�~¼¾E���

z1 = 1
��½À��Å��Á�A�Á»p~¤¾E���

z1 = 0
Í)~p¿Á�A����Ê
�E�G�A�

r�-�o»��Þ�EÅ�Å��E���¼~pÃ�Ã����p�A�)~>����~
rzz1

���-�o»��Þ�EÅ�Å��E���ÞÃ��E�-�E�A~��A� � �"~p¿Á�A����È-�Á��Î
çS~¤½-���G¾E�E� � �A~¼����ÊÓ~��-�fÅ � ¿�¿M~�»�~p¿ � ��~pÄE�����-�f�-�

Q(t)
Ì)�-¾�Æ-áD�-���Ó»(���E�-�f�A����»p~��A�

��¿)È-�\�+�-�E¾E��Å��Á»��-ÍG½����)����¾E��ÊË���-¾E��~�~�Ã��E�-�E�A~p���f���
ÊË�(�-��¾�~pÅ � ~p¿���� � �-�ÁÔ�����ÊË� � �
È-�Á�

z
½À�E�

r
��½À�E�i¿M~Þè

P
Ö »�~p¿ � ��~pÄE���p�-�Çé�Î

WP»G»(�M~�ÊË�E�G�A��¿M~�½-���(¾E�E� � �A~4½-����Å��EÃ � ��Ì)�-� ~p¿�¿M~ ¾E��ÊË½-¿��o��~ Ã��E�-�E�A~pÄE�����-���-� � �)~
½)~p����¿M~
�-� � ����È����)~p¾E¾E�.�-�9¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~ÓÌ)Å�ÅA~���~

n
�E��á¤�-�EÅ�¾E���Á����~Û�-�E¿�¿ º âP¿�Ã������\�AÊ
� © Í�-��»��

ri
�
pi
Å����-�
�8Å����-Ã���¿��ÀÈ-�Á�i����Å�½À�o���A�Á»�~pÊË�E�l�A���-�

r
�
p
��¿ º

i
ÖX�EÅ���ÊË�¼È-�Á�iá�É � �E¿�¿��

�-�E¾E�ÁÅA�\»l�-Î
Û�Ü�ÝNÜ*Þ ßáàCâäã�å�æèçIçIé�êxë
çS~�¾E��ÊË½-¿��EÅ�Å��Á��Â�ÊË�E�-�M~��-�E¿�¿ º âP¿�Ã������\�AÊ
� � áf��¿-½-���(�-�p���A�Þ�-�E¿�� � ÊË�E���ÞÊË�E�-�����-�¾�Æ-�M~pÊÓ~��A�P~p¿�¿M~�Ô � �-ÄE�����-��ì"�����\»l�G}W~pÅ � ~p¿��P½À�E�W¿M~¤Ã��E�-�E�A~pÄo�����-�D�-� � �)~¤½)~p����¿M~¤�D�-�E¿

� � ÊË�E���"Ê
�E�-�����-�Q�EÅ6�A�A~pÄE�����-�Q����¾�Æ-���EÅ6�A�Ë½À�E�Þ�p���A�E�-�E��� � �)~�½)~p����¿M~3�-� � ����È����)~p¾E¾E�
�-��¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
Î }
���-Å����-�E���M~pÊË� � � ¾�~p¿�¾E��¿���~p�)~p¿���Ãp��~4É � �E¿�¿��4Ô×~����A�4���ð� Ü Ï �

½��E�
¿��Ñ½)~p����¿��Ñ�-��ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�Ò�ÛÅ��M~
An =

∑
f∈Ln |f |a + |f |bb + |f |ccc

��¿
� � ÊË�E���
�A�p��~p¿��3�-�fÊË�p�A�Á»(�

a
Í
bb
Í
ccc
½-���EÅ��E�l�A�D��� � �)~�½)~p����¿M~��-�P¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
Î Ü.����¾�Æ-á

L = La+Lbb+Lccc
Íl¾o���-Å����-�E���M~pÊË�

ln =
¾�~p���-���)~p¿��\��Â¤�-�

Ln
ÎÝÜ9��Å�Å��M~pÊË�DÅ�¾E���Á»��E���p�

An =
∑

f∈Ln−1a
|f |a + |f |bb + |f |ccc +

∑
f∈Ln−2bb

|f |a + |f |bb + |f |ccc+
+
∑

f∈Ln−3ccc
|f |a + |f |bb + |f |ccc =

=
∑

f∈Ln−1
(|f |a + 1) + |f |bb + |f |ccc +

∑
f∈Ln−2

|f |a + (|f |bb + 1) + |f |ccc+
+
∑

f∈Ln−3
|f |a + |f |bb + (|f |ccc + 1) =

= An−1 + An−2 + An−3 + Ln−1 + Ln−2 + Ln−3.¾E����¾o���-�-��ÄE�����-�@���-��ÄE�M~p¿Á�
A0 = 0

Í
A1 = 1

Í
A2 = 3

Í
A3 = 8

Í
A4 = 17

Í
A5 = 43

Í)�pÍ
�)~p¿�ÊË��ÊË�o�G�A�W¾ÇÆ-�

Ln = Ln−1+Ln−2+Ln−3

Í>½À�E�
n ≥ 6 Í>�p���A�E�-�M~pÊË�W¿ º �EÅ�½-���EÅ�Å������-�p�

An = 2An−1 + An−2 − 3An−4 − 2An−5 − An−6,
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Ñ 
�ô���õ�òMú>øB� �
MotivoCasuale (P (x), Q(t))

ñÛù201�9ò�õ>ù @ �QÜfØE½)ÙÇÍ��
Ø �ÇÙÇÎ
ÿ�ó9þN�Sõ>ù @ �'��¿ÀÊË�p�A�Á»l�

a
¾E���Ñ½-����È)~pÈ-��¿��\��Â

p
Í¥��¿ÀÊË�p�A�Á»l�

bb
¾E���Ñ½-����È)~pÈ-��¿��\��Â

p2
Í-�¼��¿

ÊË�p�A�Á»��
ccc
¾o����½-����È)~pÈ-��¿��Á�AÂ

p3
Î

r = ε
`

BitDecisivo = FALSE
`

ÒiÓ ò�
�ù BitDecisivo = FALSE
�4�

z =
� ��È-�Á�i¾�~pÅ � ~p¿�� � �-�ÁÔ�����ÊË�

ò1Ô �
z = 1 && P (val(r1)) < 0

� ú Ó ù(ó
z
á��-�E¾E��Å��Á»��Ë½��E�i��¿@Å � �Ë¾E���¥Ô������l�A�Ë¾o����½@Í)ÊÓ~¥�
ò1Ô
Q(val(r1)) < 0

ú Ó ù(óÄ�á��-�oÌ)�-�Á�A�Á»p~pÊË�E�l�A���-�E¾E��Å��Á»��
BitDecisivo = TRUE

`
»(���E�-���EÅ6�A�A~����A�

cccù2
×þEù
r = rz
z1 =

� ��È-�Á�i¾�~pÅ � ~p¿�� � �-�ÁÔ�����ÊË�
ò1Ô �

z1 = 1 && Q(val(r1)) < 0
� ú Ó ù(ó

z1

á��-�oÌ)�-�Á�A�Á»p~pÊË�E�l�A���-�E¾E��Å��Á»��
BitDecisivo = TRUE

`
»(���E�-���EÅ6�A�A~����A�

cccù2
×þEù
ò1Ô �

z1 = 0 && Q(val(r1)) ≥ 0 � ú Ó ù(ó
z1

á��-�oÌ)�-�Á�A�Á»�~pÊË�E�G�A���-�E¾E�ÁÅA�\»l�
BitDecisivo = TRUE

`
»(���E�-���EÅ6�A�A~����A�

bbù(ó���ò1Ô
ù(ó���ò1Ô
r = rz1ù(ó���ò1Ô

ù2
×þEù
ò1Ô �

z = 0 && P (val(r1)) ≥ 0 � ú Ó ù(óÄ�á��-�oÌ)�-�Á�A�Á»p~pÊË�E�l�A���-�E¾E��Å��Á»��
BitDecisivo = TRUE

`
»(���E�-���EÅ6�A�A~����A�

aù(ó���ò1Ô
ù(ó���ò1Ô
r = rzù(ó�� ÒiÓ ò�
�ù
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É � ���-�-�
An = [xn]

(
4x5 − 2x4 + x3 + x2 + x

2x5 + 3x4 − x2 − 2x+ 2

)
.

â4�-�ÁÕ��E���E�-Ä�~f�-�E¿(¾�~pÅ��P�-�(ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�ÒÍ>���A~i�-���¤½À��Å�Å��M~pÊË���A���>»�~p��� � �)~fÈ � ���)~iÔ�����ÊÓ~
½��E�i��¿@¾E�(�dmË¾E���E�l�A�

n
ÖX�EÅ���ÊË���-�E¿�¿M~¼Ô � �-ÄE�����-��Ã��E�-�E�A~��A����¾E�pÎ ä �-�-��¾�~p�-�-�Ë¾E���

E(X)
��¿

� � ÊË�E���Ó�-�9¾�Æ-�M~pÊÓ~��A�Þ~p¿�¿M~¼Ô � �-ÄE�����-�¼ì��p�A�Á»l�G}W~pÅ � ~p¿���ÍÀáÞ� � ����~�»(�M~
Å��EÊË½-¿���¾E�Þ��Å�Å��E�;Ö
»�~p����¾ÇÆ-�¼��~p¿��¼� � ÊË�E���Ñá�¾E��ÊË½-���EÅ��3�-�E¿�¿ º ���l�A�E�6»p~p¿�¿Á�

[dn
3
e, n] �E����¿.� � ÊË�E���3ÊË�E�-���É � ���-�-�@ÅA~p�AÂ
¾E��ÊË½-���EÅ��
�-�E¿�¿ º ���l�A�E�6»p~p¿�¿Á�

[1
3
, 1]
Î

âP¿�¿Á��Å6�A�EÅ�Å��¼�A�EÊ
½À�Þ¾E���-Å����-�E���M~pÊË� � �)~�»p~p���M~pÈ-��¿Á��æ ¾�Æ-�P¾E���l��~Þ��¿)� � ÊË�E���Þ�-�À�oÅ��A�A~>Ö
ÄE���p�-�'�-�E¾E�EÅ�ÅA~p�����Ë½��E���p���A�E�-�E��� � �)~Ñ½)~p����¿M~Û¾E�������o����~�`S��¿'� � ÊË�E���3ÊË�E�-���ÑÉ � ���-�-�'á
E(Y ) = Ln(

1
γ
)n
ÍW�-��»��

Ln
á���¿W¾E�(�dmË¾E���E�l�A�

n
ÖX�EÅ���ÊË���-� 1

(1−x−x2−x3)

ÍW¾�Æ-�"á�¿M~
Ô � �-ÄE���p�-�ÞÃ��E�-�E�A~��A����¾E�Þ�-�E�9� � ÊË�E���S�-� � ����ÈÀ���)~p¾E¾E�S� 1

γ

áÞ¿M~
�A~p�-��¾E��½-��ë"Ã��A~p�-�-�Þ�-�E¿
½���¿����-��ÊË�Á�

(1−x−x2−x3)
ÎÝÜ9��Å�Å��M~pÊË�¤~p½-½-¿���¾�~p���i��¿)Å��EÃ � �E�l�A�P�A�E�����EÊÓ~�Å6� � �-�M~��A�

�)~
ã.¿M~$�6��¿��o�W�¤Ú(�E�-Ã��dôi��¾^KÑ���B� ãÝÚ<�ÒÎ
ü ù<��õ>ù(ø�ö  F×û ^^Ñ���ª_«	���L²9 �ª��d§	²9�e  ¤ £C§	²9��²�£ ¦ �Í«	�d�³�L£ ¦ ���L�¬�d§ ­ �³�¶£C§¨�¬ ��L£ _±ë ¥ «�«	��§	£� �¿ª�� ¦^Ê � ¥ §� xÕ ¥ § ­ £���§¨�x�<�d§¨�d�� �²��L£ ¦ � f(x)

g(x) þ ¦ ��§ f(x) � g(x) �¬�d�¡ �²�£CØ� �ª��d§	²9�_«��L£Cª��²��� ±�f���^���
g(0) 6= 0 þ  �¯O¯?£�  ¥ § ¥ §	£ ¦ �_«	���f� 1

γ

¢�£�ª��N¢ ¥ �f�|ª|£C§	£Cª��a^ ¦ £��OÃ þ g( 1
α
) = 0�

α 6= γ
£Cª_«��¶£ ¦   ¦^Ê � | 1

α
| > | 1

γ
| þ � |α| < |γ| _ Ú TJ�C�f����  þ ¤ ���¡ Æª����¶²9�9«��¶£ ¦ £C²�èu¢�£ 1

γ

Ã
ν þ  �¯O¯?£� �ª��

[xn]f(x)
g(x)

∼ Cγnnν−1 con C = ν
(−γ)νf( 1

γ
)

g(ν)( 1
γ
)
.

G �E¿��-��Å6�A���¤¾�~pÅ�� 1
(1−x−x2−x3)

= f(x)
g(x)

Í
ν = 1

Í 1
γ
= 0.54

Í(É � ���-�-�
Ln = C(0.54)−n

�

E(Y ) = Ln(
1
γ
)n = C(0.54)−2n

�-�)¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~¥Í¥Å��i�-�oÌ)�-�M~pÊË� Cn ¿M~D¾E��ÊË½-¿��EÅ�Å��Á��Â�ÊË�E�-�M~��-�E¿�¿ º ~p¿ÁÃ������\�AÊ
�-Í��p���A�E�-�M~>ÖÊË�
Cn = E(X)E(Y ) ≤ nC(0.54)−2n

� � ���-�-���-��È-È-�M~pÊË�Þ¾E���-Å����-�E�A~p���D¿M~�¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~¼�-�E¿�¿��f½���Å�Å���È-��¿���½)~p����¿��f�)~¤Ã��E�-�E�A~p����`
½��E�¤�EÅ��EÊË½-���-Í9½À�E�¤Ã��E�-�o��~��A� � �)~"½)~p����¿M~Ñ�-� � ����È����)~p¾E¾E�+�-�Q¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
Í.Å��ÓÅ��+á

Ã��E�-�o��~>�Ç~ � �)~¼½)~p����¿M~¤�-�@¿ � �-Ã�Æ-�EÄoÄ�~
(n− 2) ¾E��Å����-�
� � ��½���Å�ÅA�ÁÈ-��¿��Á��ÂÞ½À�E��~p�����Á»p~p���~p¿�¿�~ ½)~p����¿M~"Ì)�)~p¿��Ñ���4ÊË�(�-��¾E�������o���A��Å��E�-Ä�~�~�»l�E��� � �����ÁÌ � �A�-�3~pÃ�Ã�� � �-Ã��E���Ñ� � �

»���¿Á�A�¼��¿'ÊË�����\»l�
a
��½-½ � ��� � �)~Û»���¿Á��~Û��¿.ÊË�p�A�Á»��

bb
Î ä ��É � �EÅ6�A�"ÊË�G�-�Ñ�-��È-È-�M~pÊË�

¾E���-Å����-�o��~��A� � �Ë~p¿Á�A���P�A��½À���-�-½-����È)~pÈ-��¿��\��ÂP��¾E��Å9�À�-���
½À��Å�Å��M~pÊË�P»p~p¿ � ��~p���W¿���Å6�A�EÅ�Å��
½���¿����-��ÊË�Á�¥Î
ä ¿i� � ÊË�E�����-�i���ÁÌ � �A�iá

O(1)
�E�h��¿�� � ÊË�E����ÊË�E�-�����-�fÊË�p�A�Á»(���)~�Å�¾E�EÃ�¿����E����½À�E�

Ã��E�-�o��~��A� � �)~f½)~p����¿M~��-�G¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~fÌ)Å�ÅA~���~
n
�-�E¾E���EÅ�¾E��~p¿G¾E���EÅ�¾E�E���W�-�E¿�¿M~�¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

�-�E�8ÊË�p�A�Á»(�×Î
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Ãuw*Q 2 �°zu�-}<5�3d�?�-�N5³�-�?~�zu�
Ú(�9�-�p�A�9¾�Æ-�¼á¼½À��Å�Å���È-��¿���Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~p���¤��¿S¾E���-¾E�o���A�Ñ�EÅ�½-���EÅ�Å��3½À�E�P¿M~ËÅ��EÉ � �E�-Ä�~

�-� � ����ÈÀ���)~p¾E¾E�S~�����¾E�������E�-ÄE��¿����-��~��A���-�E¿@�A��½��
fn = afn−1 + bfn−2 + cfn−3,

Ø � Î �lÙ
¾E���

a, b, c ∈ N
Í
a ≥ b ≥ c ≥ 0

�Þ¾E���-�-��ÄE�����-�8���-��ÄE�M~p¿Á�
f0

Í
f1

Í
f2

ÎiåP�oÌ)�-�M~pÊË�
p
¿�~

½-����È)~pÈ-��¿Á�Á��Â¤¾�Æ-� � ��ÊË�p�A�Á»����-�@¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
1
»l�E�-Ãl~
�EÅ6�A�A~����A�Y`-�p���A�E�-�M~pÊË�-�

1− ap− bp2 − cp3 = 0 ⇒ P (x) = 1− ax− bx2 − cx3

ä �®� Ð Ï �WÐW~p��¾ � ¾o¾E�
� Ï ���)~p¿Á�-�QÆ)~p�-�-�"Å6� � �-��~��A� � �)~�¾E���-�-�EÅ�Å������-�Ó�A�A~"�+¿����-Ã � ~pÃ�Ãp�
���EÃ���¿�~p���ÒÍ'¿��Ó����¾E�������E�-ÄE�Ñ¿����-��~p���Q�E�4�
Å���Å6�A�EÊË�
�-�W� � ÊË�E�A~pÄE�����-�pÎ�à��A~pÄE���Û~ É � �EÅ6�A�
�-��ÄE�Á���-�S½À��Å�Å��M~pÊË�
¾E���-Å����-�E�A~p���¤�S½���Å�Å���È-��¿��8ÊË�p�A�Á»(�@�)~Ó~pÃ�Ã�� � �-Ã��E���Þ~p� � �)~Ë½)~p����¿M~
w ∈ L ½À�E�f�p���A�E�-�E��� � � º ~p¿Á�A�A~
½)~p����¿M~ w′ ����ÊË�(�-�
��~p¿���¾ÇÆ-�¼~p�-¾�Æ-� w′ Å6�A�M~Ë�Á� L ÍÊÓ~¥Í���»G»(�M~pÊË�E�l�A�pÍ8�-�.¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~Ñ½-��ë Ã��A~p�-�-���-�'É � �o¿�¿M~Û�-�E¿�¿M~Ó½)~p����¿M~Ë�-�'½)~p�6�A�E�-Ä�~
w
Î

ÿ�þEù(ø�*.ò��  F×û Ñµ��§ ¤ £�¢<�d�d£� �ª��Í�¡ x�d£ ¦ ���L�¬�d§ ­  x�¶£C§¨�¬ ��¬�D«	�d�°£%§ ¥ ª��d�L£�¢�£�çY�L£�¯L��§�  ¦^¦ £
¦ ��ª��p£C§ì^Eá Ú ã�_ ¦ ��§ ¤ �¬ý ¥ �d§ ­   1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, . . . ^1T�à�í<â�âYäNã#£C§6î�ë��/ï�_ó�+�¶£C§	¿
� ¥  O�O��£�� L = {0 ∪ 10 ∪ 110}∗ Úäð-¥ £C§�¢�£ þ ¢� �²9  ¥ §� u«Y ��¬���É  w ∈ L þ «	� ¤^¤ £� �ª����²�²9�d§¨�d�¬� ¥ §�¸1 ��¶²��� ±«Y ��¬���¡ È¢�£-� ¥ §2� Ê � ­^­  +ªe O�O��£����¬������  ­ £��� ��C�¡ |«	� ¤^¤ £�¯?£C�¶£C²�è3¢�£J O��¿��£ ¥ §2�<�d�¬� ¥ §ïª���²�£CØ���¢�£]� ¥ §<� Ê � ­¬­   ¥ §¨�>^ ¦ £��OÃ 0 _ þ ¢ ¥ �á^

10
_ þ �"²��¬�ñ^

110
_ Ú �°�d�

� ¤ �dª_«�£�� þ ¢� �²�  w = 01100010 ∈ L þ  �¯O¯?£� �ª��p²��¬�Í«	� ¤^¤ £�¯?£C�¶£C²�èÈ¢�£J O�O��£ ¥ §2�<�d�¬� ¥ §ª���²�£CØ���Ó
0 þ 10 þ � 110 þ ��²�²9�d§¨�d§�¢<�Æ�L£ ¤ «	�d²�²�£CØ� �ª��d§	²9�Ì�f�|§ ¥ ��Ø��J«Y ��¬���f� 011000100 þ

0110001010 þ 01100010110 þ ¦^Ê �� L«�«Y ��L²9�d§2�<��§¨�e �§ ¦ ���� Æ ��%�¶£C§2� ¥  O�O��£�� Úß �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-�ÑÉ � �EÅ6�A�Ó��Å�Å��E�6»�~pÄE�����-�Q��¿.¾E���-¾E�o���A�"½ �Y� �oÅAÅ��E���ËÃ��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~��A�3~3����¾E���;Ö
���E�-ÄE��¿����-��~p�����-�E¿@�A��½À�"Ø � Î �lÙÇÎ
ÿ�þEù(ø�*.ò��  F � Ñµ��§ ¤ £�¢<�d�d£� �ª�� a = 2 þ b = 1 þ c = 0 Í ý ¥ � ¤ ²� "Ã ¥ §� 3�L£ ¦ ���L�¬�d§ ­  ¦^Ê ��¢<� ¤O¦ �L£CØ��³£D§ ¥ ª��d�L£�¢�£:�°�d�C�D^1T�à�à�à�â�ãIòe£C§aî�ë���ï�_'ó±Ó





fn = 2fn−1 + fn−2

f0 = 1
f1 = 2

Ù §"ý ¥ � ¤ ²9� ¦   ¤ �±£C�1�¶£C§2� ¥  O�O��£��±�¬���<���¡ ��¬�ÌÃ L = {0 ∪ 1 ∪ 20}∗ Ú\� �²�  ¥ §� |«Y ��¬���¡  w ∈ L  �¯O¯?£� �ª��+¢ ¥ �]«	� ¤^¤ £�¯?£C�¶£C²�è3¢�£° O�O��£ ¥ §2�<�d�¬� ¥ §Äª���²�£CØ��3¢�£� ¥ §<� Ê � ­¬­   ¥ §¨�g^ ¦ £��OÃ 0, 1 _+�¬¢ ¥ §� �«	� ¤^¤ £�¯?£C�¶£C²�èp¢�£- O�O��£ ¥ §2�<�d�L§¨� ¥ §¨�p¢�£µ� ¥ §2� Ê � ­^­  ¢ ¥ �Ø^ 20 _ Úô*õ {E���A��{�� |e�*~����Nö��A�.�1���(÷N�A~h�*{8���(��{�����}����8��{����8ø����*�����A÷e��}/���8~A�����8� �����A�e���*��|e} ~A}#~A�*� ��{(��} ©���8�����*~�ù.{Aø��:��{Dú8�*~A�*��{�ù*} �8~A�:��}
�A~�{C�A{����8��{D��}
ûx�*� ��÷��A} ü(��} |e} � �<{�� ��{Dú8�*~A�*��{�ù*} �8~A�]��}��A~�{D��{����8��{��}!ýx} þ
�8~�{8�*��}��A} ���������1���N���A�F{Nö��A�*� ��{e��}!�A~�{S��{����8��{S��}IÿI��} þ��8~�{8�*��} �
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Ü9��Å�Å��M~pÊË�"�-�p��~p���Û¾�Æ-�pÍÝ½À�E�¼����¾E�������E�-ÄE�Ñ~"� � �Ó�A�E��ÊË���-�ÒÍ.¾E�
Å����-�
a
½À��Å�Å���È-��¿��\��Â3�-�

~pÃ�Ãp� � �-Ã��E��� � �ÓÊË�p�A�Á»��Þ�-��¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~ � �-�3Ø�¾E���Gá
0, 1, . . . , a− 1 ÙÝ� b ½���Å�Å���È-��¿��Á��ÂD�-�~pÃ�Ãp� � �-Ã��E��� � �3ÊË�p�A�Á»l�¼�-�8¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄE~
� � �ÓØ

a0, a1, . . . , a(b− 1) ÙÇÍ¥»��E�-���EÊË�Ë¾�Æ-��á½���Å�Å���È-��¿���~p½-½-¿���¾�~p����¿M~¼Å6�A�EÅ�ÅA~Ë���-��~
~�����¾E�������E�-ÄE��¾E����ÊË��¿Á�A���A�E��ÊË���-�/� Ð Ï �ÒÎ
ä ��É � �EÅ6��~ËÅ��Á� � ~pÄE�����-�pÍ-¾E��� � �)~
����¾E�������E�-Ä�~Ë~¼�A�����A�E��ÊË���-�ÒÍ

ap
áÞ¿�~�½-����È)~pÈ-��¿��\��Â¼�-�

~�»��E���
a
ÊË�p�A�Á»(���-�8¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~ � �-�
��É � ���-�-�8¾ º á���¿@½-����ÊË��¾�~pÊ¼È-�����-�@»�~p���M~pÈ-��¿��p�

p1 = ap → p =
1

a
p1

�
1− p1 −

b

a2
p2

1 −
c

a3
p3

1 = 0 ⇒ P1(t) = 1− t− b

a2
t2 − c

a3
t3.

âP½-½-¿��Á¾ÇÆ-�M~pÊ
��¿ º âP¿�Ã������\�AÊ
� � ~p¿�½À��¿��Á�-��ÊË�Á�
P1(t)

Í+�pÍ
���4É � �EÅ6�A��¾�~pÅ��-ÍW~pÈ-È-�M~pÊË�
����Å�½��o���A�Á»p~pÊË�E�l�A�Ó½-����È)~pÈ-��¿��\��Â

p1

Í b
a2p

2
1

Í c
a3p

3
1

�-�
~�»��E��� � ��ÊË�p�A�Á»l���-�
¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
� �-�-Í�� � �pÍi�A���pÎ�Ü9�(¾�Æ-á�¿M~�����¾E�������E�-Ä�~�Æ)~�¾E�(�dmË¾E���E�l�A�P���G�A�E���i�-���%� � ¿�¿��

a
Í
b
Í
c
Í

~pÈ-È-�M~�ÊË� � �)~
Å���Å6�A�Á� � ÄE�����-���-�@»�~p���M~pÈ-��¿�� � ��½À� º ½-��ëÑ¾E��ÊË½-¿���¾�~���~¥�
p2 =

b
a2p

2
1

1
1−p1 =

b
a2p

2
1

1
b

a2
p21+ c

a3
p31
= 1

1+ c
ab
p1

⇒ p1 =
ab
c

1−p2
p2
.

WD½��E���M~pÊË� � �)~ÛÅ���Å6�A�Á� � ÄE�����-�¼�E��~pÈ-È-�M~pÊË�Ó¿M~Û� � ��»p~Ñ�EÉ � ~pÄE�Á���-��½À��¿����-��Ê
�M~�¿Á�¤¾E���
�A~p�-��¾E�

p2

�
−b3 + 2b3p2 − (abc+ b3)p2

2 + (abc+ c3)p3
2 = 0

⇒ Q(z) = −b3 + 2b3z − (abc+ b3)z2 + (abc+ c3)z3.� � �EÅ6�A�Û~p¿�Ã������Á�AÊ
���A����»p~Ë¿M~
¿ � �-Ã�Æ-�oÄEÄ�~Ó�-� � � ÊË�p�A�Á»��Ë¾�Æ-�¤�-�o»��¼�EÅ�Å��E����~pÃ�Ã�� � �l�A�-Í
�-���3ÅA~p½-½-�M~pÊË��¾E��ÊË�D»(���E�-���EÅ6�A�A~����A�Ë�Á¿@ÊË�p�A�Á»���Å�½��E¾E�ÁÌ)¾E�-Í�ÊÓ~¼½À��Å�Å��M~pÊË��¾E�p�-ÅA�Á�-�ÇÖ
�A~p���

Ei

�-�oÌ)�-�Á�A�"¾E��ÊË� � � ���-Å����oÊË�Ë�-�Q� � ���A�Q�+ÊË�p�A�Á»(�Ý¿��E¾E�Á�A�Q�-�Q¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
i
Î ä �

½)~p�6�A��¾E��¿�~p���p�
E1 = {0, 1, . . . , a− 1} ⇒ #E1 = a
E2 = {a0, a1, . . . , a(b− 1)} ⇒ #E2 = b
E3 = {ab0, ab1, . . . , ab(c− 1)} ⇒ #E3 = c

à��A~pÄE���Ñ~ É � �EÅ6�A��ÊË�o�A�(�-�-ÍQÈ)~pÅ6��~��EÅ6�A�A~p�����Ñ����ÊË�(�-��¾�~pÅ � ~p¿�� � �4���G�A�E��� �A�A~
0
�

(a− 1) Í (b− 1) Í)� (c− 1) Å��E¾E�p�-�-�Ó¿ º ���-Å����EÊË�DÅ�¾E�E¿\���¥Î

Ãuw%Ã Rl~�zpºS3?�LM%�d~Ìzu�
ä ¿@½-����È-¿��EÊÓ~¼�-�E¿�¿M~¼Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~pÄE�����-���-�o¿�¿ º ~p¿�Ã������\�AÊ
�¼���B� Ü Ï �9~p�@¿����-Ã � ~pÃ�Ã��À�A~>Ö

ÄE���p�)~p¿��D�-�E¿��A��½À� èX½)~����A�E���bÅ6��~p�;é Ø�¿����-Ã � ~pÃ�Ã��P¾ÇÆ-��~p½-½)~p�����-�4Å�½À�oÅAÅ�� �-�E¿�¿M~�Ã��E�-�ÇÖ
�A~pÄE���p�-�Ó�-�+¾�~pÊËÊË�Á�-�Ý�-�E¿
½-�M~p�-�GÙDáÓ����Å���¿Á�A���)~p¿�¿ º ~p¿ÁÃ������\�AÊ
�3½-�A�oÅA�o�G��~��A� ����É � �EÅ6�A�
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¾�~p½-�\���p¿��-Î
ÚG�A�M~pÊË�D���-��¿Á�A���WÅ6� � �-�M~p�-�-� � � º ~p½-½-¿���¾�~pÄE�����-�W�-�-É � �EÅ6�A�¼~p¿�Ã������\�AÊ
�-�S¿M~DÃ��E�-�E�A~pÄE�����-�
�-�8���l»l��¿ � ÄE�����-���-�S¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
� ÅA~p�-�-� � ��½-�A�G¾E�E�-��ÊË�E�l�A�ËÅ���ÊË��¿Á��½À�E�iÃ��E�-�E�A~p���Þ��¿

� � ÊË�E���
�-�8½ � �l�A�@Ì)Å�Å��S���3ÊË�G�-�
¾�Æ-�Þ¿M~¼Ã��E�-�E�A~pÄE�����-������Å � ¿Á�A� � �-�ÁÔ�����ÊË�pÎ



Î ­1k Q ­1S²¯²±"³ÏT ³

� Ð�� ¹ Î�ÐW~p��¾ � ¾E¾E�ÒÍlâ¤Î�Ð
�E���-���-�ÒÍlì�Î�Ü.���-�o�A�ÒÍ2é¨�¬��ªÏéµ£�¯L��§�  ¦^¦ £�²9�eÑµ �²� ��¡ �§�§ ¥ ªe¯L�d� ¤ ÍÅ��p���A��ÊË�EÅ�Å��-Î
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�E��ÊÓ~p�-�@Í p §	£ Õ?���Lªñ�¬ �§�¢<��ª �<�d§¨�d�� �²�£���§¸�»Õ�¢<� ¦ ��ª_«	��¿

¤  �¯?�f� ¤ ²�� ¥	¦ ² ¥ �¬� ¤Æ¥�¤ £C§2���X�N �²�£C§2��¿f«	��£C§	²] ��L£C² Ê ª��d²�£ ¦ Í � Æ-�E�����o��Î'}
��ÊË½ � ��Î'Ú(¾E�ÒÎ©2� ��Ø �O����� ÙÇÍ © ���>Ö ©�� �¥Î
� ãÝÚ<�ÞÜ9Îlã.¿M~$�6��¿��o��Í Ï ÎlÚ(�E�-Ã��dôi��¾^K�ÍxTJ§u£C§	²��¬�N¢ ¥	¦ ²�£���§Æ²9�³² Ê �_ �§� ��¶Ô ¤ £ ¤ �»ÕX �� �<���L£C² Ê ª ¤ Íâ��-�-��Å����p©��EÅ�¿��dI�Ø �O��� 6lÙÇÎ
� Ü Ï �Ì·¥Î9à�Î8Ü9�E�)~ � �@ÍDW¼Î Ï �GÉ � �pÍ³ç4£C�� O�<��è|«�£C�f�Æ� ¥ Õd  ¦ �e¢<�eª���² ¤ ¢<�Ìéµ£�¯L��§�  ¦^¦ £ ÍåP��Å�¾E���o�A�¤ì ~>��Æ@Î ©�« 6�Ø ©pª�ªl© ÙÇÍ 5���� Ö�� ªpª Î
� Ú¥ÜD� G Îx·¥Î�â¤ÎÞÚ(¿��l~p�-�pÍ
ÚÀÎÞÜÝ¿�� � Õ��pÍÄç Ê �t�d§ ¦ Ô ¦ �f�^«	�¬¢�£�  �»Õ�£C§	²9���<�d� ¤ �¬ý ¥ �d§ ¦ � ¤ Íâ�¾�~p�-�EÊË��¾�½-���EÅ�Å¼Ø �O��� 6lÙÇÎ
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n ³lo ­À¸pS Q S �
� ³ Q%Q · o · ±"¶ U ¸�³µ´�­1S ®ï­ îï­�� ­1k S ®ï³²ð4ð4­ ³

� U°· Q%Q · îï­ n ³�¸�³ Q ³²® S

ä � � ÊË�E���D�-��ã.��È����)~p¾E¾E�D��}W~���~p¿M~p�-� Å����-�4Å��EÉ � �E�-Ä���ÊË��¿Á�A� È��E�b¾E���-��Å�¾E� � Ö
�A�pÍ�Å����-�Ë½-���EÅ��E�G�A�9���3ÊË��¿Á�A�@½-����È-¿��EÊË�@¾E��Ê�È-���)~��A�����@½��E��¾ÇÆ-áÞ�E� � ÊË�E�A~p�-� � �)~ËÃ��A~p�
É � ~p�l�A�Á��Â��-�W��Ã�Ã��o���A�W¾E��Ê�È-���)~>���p�A�×Î Ü9�E�
�EÅ��EÊË½-���-Í+�W� � ÊË�E���W�-�iã.��È����)~p¾E¾E�WÅ����-�
¾E���Á�G»���¿Á�A�i�-�E¿D½-����È-¿��EÊÓ~��-�E¿�¿M~�½)~�»(��ÊË�E�l��~pÄE�����-�"�-� � �)~ Å6�A����Å�¾E�M~¥Í��-�E¿�¿M~�¾E���EÅ�¾E�Á��~
�-�E¿�¿�~ ½À��½À��¿M~pÄE���p�-�Û�-�E��¾E���-��Ã�¿��×ÍÝ�-�E¿�¾�~p¿�¾E��¿�� �-�EÃ�¿���~p�l�A�E�)~��A���-�E¿�¿��Ñ~p½-�ÒÍQÊË�E�l�A���Ñ�
� � ÊË�E���Ý�-�
}W~���~p¿M~p�-�3¾E��ÊË½)~p�����-�Ñ�-�E¿�¿ º �E� � ÊË�E�A~pÄE�����-���-�QÊË��¿Á�A�9�A��½-�Ý�-�Ý¾�~pÊËÊË���-�×Í
~p¿�È��E���ÒÍ¥½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�ÒÍ¥½À��¿�����Ê
�Á�-�×Î
ä � � ÊË�E���@�-�Sã.��È����)~p¾E¾E�@Å����-�Ë�-�EÅ�¾E���Á���A�8�)~ � �)~�Ô×~pÊË��ÅA~¼����¾E�������E�-Ä�~¥�





fn = fn−1 + fn−2

f0 = 1
f1 = 1

¿M~¼¾ � �@Ô � �-ÄE�����-��Ã��E�-�E�A~��A����¾E��áp�

f(x) =
1

1− x− x2
.

çS~ÛÅ��EÉ � �E�-Ä�~3¾E��ÊË���-¾E�M~Ó¾E���
1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . .

Í+Ø�Å��EÉ � �E�-Ä�~"ì ª 6 �l© ���
� Ú¥ÜD� ÙW��¿ º

n
ÖX�EÅ���ÊË�¼� � ÊË�E���
�-�E¿�¿M~¼Å��EÉ � �E�-Ä�~Ë½ �Y� �EÅ�Å��E���¤~p½-½-����Å�Å���ÊÓ~��A���)~ 1√

5
φn+1�-��»��

φ =
1 +

√
5

2áf¿M~±�� �¢�£ ¦ �Í  ¥ �¬�¬ �Ø��-��¾ � ��~pÈ-È-�M~pÊË��Ã��MÂ�½)~p��¿M~��A�Þ~p�-¾ÇÆ-�P�-�E¿�¾�~p½-�Á�A��¿�� � ÙÇÍ(��¿)� � ÊË�E���èXÊÓ~pÃp��¾E��éÓÅ6� � �-�M~��A� Ì)�-���)~pÃ�¿��W~p�l�A��¾ÇÆ-��à����E¾E�W½À�E�
¿M~"Å � ~�½-����½-�����o��Â �-��~p½-½)~p�������
��» � �-É � ����¿9�A~p½-½À���6�A�Ó�A�A~Û� � �¼ÊË��Å � ���¤áÞè;~p��ÊË���-���pÅ���é�ÍÀ�-����Å���¿��Û����~p��¾�Æ-�Á�A�o��� � �A~¥Í
ÊÓ~�~p�-¾�Æ-�Þ���3È-���p¿���Ã���~¼���-�E¿8¾E����½À� � ÊÓ~p�-�-Î
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ä � � ÊË�E���G�-�¥}W~���~p¿M~p�-��Ô�����Å��+�-���¤Å����-�P¾E��Å9�-ÊÓ~pÃ���¾E�ÒÍ�ÊÓ~iÅ����-�PÅ6��~��A�(~pÊË½-�M~pÊ
�E�(Ö
�A�fÅ6� � �-�M~��A��`(~p½-½)~p�����-�¤�Á�Ó� � Ê
�E����Å��P���E¿M~pÄE�����-�ÒÍG~p�-¾�Æ-�D¾E���-�-�EÅ�Å��@~p�Û~p¿Á�A���fÅ��EÉ � �E�-ÄE�
�
�)~�Å���¿��@��Å����-�Ë�-�EÅ�¾E���Á���A�8�)~p¿�¿M~¤����¾E�������E�-Ä�~





Cn =
∑n−1

i=0 Cn−1−iCi

C0 = 1
C1 = 1ç º �EÅ�½-���EÅ�Å������-�
Cn =

1

n+ 1

(
2n

n

)
,

¾�Æ-���-�E���Á»p~��)~p¿�¿M~ÞÔ � �-ÄE�����-��Ã��E�-�E�A~��A����¾E�

C(x) =
1 +

√
1− 4x
2x

,

á¼¾E���-Å����-�E�A~���~ � �)~ÓÔ�����Ê � ¿M~Ë¾�Æ-� � ÅA~Û½À�E�D¿ º
n
ÖX�EÅ���ÊË�Ë� � Ê
�E���Ñ�-�Ý}W~���~p¿M~p�-�-Î�çS~ÓÅ��ÇÖ

É � �E�-Ä�~
¾E��ÊË���-¾E�M~¼¾E���
1, 2, 5, 14, 42, 132, . . .

Í9Ø�Å��EÉ � �E�-Ä�~Ûì �N�G«�� ���B� Ú¥ÜD� ÙÇÎ
çS~Ñ�-��ÊÓ~p�-�)~Û¾ÇÆ-�
¾E�ÝÅ��M~pÊË�Ñ½À��Å6�A�Ýáp�ÌÐ ¤ £ ¤ ²9� ¥ §�  ¦ ��§	§¨� ¤^¤ £���§¨�|²��� 3£-§ ¥ ª��d�L£¢�£�éµ£�¯L��§�  ¦^¦ £µ�Ìý ¥ �d�C�¶£µ¢�£°Ñµ �²� ��¡ �§¨���Ü9�E�i�EÅ��EÊË½-���-Í-¿���Å��EÉ � �E�-ÄE���
• 1, 2, 4, 7, 13, 24, . . . Í)� � ÊË�E���8�-� � ����È����)~p¾E¾E�+Ø�Å��EÉ � �E�-Ä�~Ûì ��ª�5�� ���B� Ú¥Ü/� ÙL`

• 1, 2, 4, 8, 16, 32, . . . Í 2n−1
Ø�Å��EÉ � �E�-Ä�~Ûì ���>©�� ���B� Ú¥ÜD� ÙL`

• 1, 2, 5, 12, 29, 70, . . . Í)� � ÊË�E���8�-�8Ü.�E¿�¿QØ�Å��EÉ � �E�-Ä�~Ñì �N�Y� �¼���B� Ú¥Ü/� ÙL`

• 1, 2, 5, 13, 34, 89, . . . Í>� � ÊË�E�����-�lã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�p�-�����-�-��¾E�'½)~p���)Ø�Å��EÉ � �E�-Ä�~Pì �N� � ����B� Ú¥Ü/� ÙÇÍ

Å��9�A���>»�~p�-�Û�A�A~Û�.� � ÊË�E���'�-�'ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�9��É � �E¿�¿��9�-�Q}W~���~p¿M~p�-��Ø��-���'¾�Æ-�M~pÊË�M~�ÊË�Ó¿M~
Å��EÉ � �E�-Ä�~�ì �N� � � � � ÊË�E�����-�fã.��È����)~p¾E¾E���-�i���-�-��¾E��«Y ��L£¤ÊË�E�l�A���"~p¿Á�A����~ � �A������¿M~¾�Æ-�M~pÊÓ~p�-�¤� � ÊË�E�����-�@ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�À�-�@���-�-��¾E�|¢�£ ¤ «Y ��L£ Í¥ÊÓ~Þ� � ���A���-��½��E�-�-���)~p¿�¿��P¾E���(Ö�-��ÄE�Á���-�)���-��ÄE�M~p¿Á�¥¾ÇÆ-�fÅ��À�)~p�-�-�Þ½À�E�+¿M~�Å��EÉ � �E�-Ä�~¼�-�Àã.��È����)~p¾E¾E� ÙÇÎ ä ¿��-��Å6�A���¤��È-���o���A�Á»��
áÞ�)~p��� � �)~Ó���l�A�E��½-���o��~pÄE�����-�Þ¾E��Ê¼È-���)~��A�����M~ � �-�ÁÌ)¾�~p�l�A�¤½À�E�f� � ���A�¤É � �EÅ6�A�¼Å��EÉ � �E�(Ö
ÄE�pÍ8�
~p¿Á�A����~p�-¾E���A~"� ÐWÐWÜD�ÒÎ¤â É � �EÅ6�A��Å�¾E��½À�3É � �EÅ6�A� � �A��¿��ÁÄEÄE�E���EÊË�Û½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�
¾E��Å����-�-�Ç�A�A�p pª���²�£CØ��+� ¤O¦ � ¥�¤ �ÑÍ�¾E���(á¼½��E��Ê � ��~pÄE�����-�9��� ¾ � �.�-����¾E��ÊË½)~p�����-�Ñ~�¿�¾ � Ö�-��½)~p�6�A��¾E��¿M~p���SÅ��EÉ � �E�-Ä��Ë��Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�Á»�~pÊË�E�l�A�Ë�oÅ��A�E�-�-�o�A�EÊË�3�'����Å � ¿Á��~��A�9�p���A�E� � �A�Ý~
¾�~pÊ
ÊË���-���E�"~p¿�ÈÀ�E���ÒÎ
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�±w?v Ä��-}<9 �Æ{:5³�-�d~�zu�65 9 ~³{4��uÌ~ �-M4ºS3?�LM%~
ä �-�-��¾�Æ-�M~pÊË�i¾E���

Sn
¿ º ���-Å����EÊË�Ý�-�E¿�¿��+½��E��Ê � ��~pÄE�����-�lÅ �

[n] = 1, 2, . . . , n
ÎÝÚ(�M~p�-�

Π = π1π2 · · · πn ∈ Sn
�
Γ = γ1γ2 · · · γk ∈ Sk

Î3åP��¾E�M~pÊË�3¾�Æ-�
Π
�-����¾E���l�A���E�-�

� �)~
Å��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä�~Ë�-�E¿8�A��½��
Γ
Ø��Ë��¿Dª���²�£CØ��

Γ
ÙWÅ����-�����EÅ���Å6�A�Þ�-�EÅ�Å � �)~ËÅ��EÉ � �E�-Ä�~

j1 < j2 < · · · < jk
��~p¿���¾�Æ-�

Πji < Πjh

Å��Ë�ËÅ���¿��3Å��
γi < γh

ÎÓåP�oÌ)�-�M~pÊË�3¾E���
Sn(Γ)

¿ º ���-Å����EÊË�Þ�-�E¿�¿��¤½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�.Å �
[n]
�-����¾E���l�A�E�-�E�l�A� � �)~ÛÅ��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä�~

�-�E¿@�A��½��
Γ
Î

Ü9�E�Ñ�EÅ��EÊË½-���
7465312 ∈ S7(123)

ÊË�E�l�����
7154326 /∈ S7(123)

½��E��¾ÇÆY´�¿M~
Å��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä�~

146
á��-�E¿@�A��½��

123
Î

Ú(�
Γ1,Γ2, . . . ,Γj

Å����-�
½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�@�-�E�-�p�A�M~pÊË��¾E���

Sn(Γ1,Γ2, . . . ,Γj) = Sn(Γ1)
⋂

Sn(Γ2)
⋂
· · ·
⋂

Sn(Γj)

¿ º ���-Å����EÊ
���-�E¿�¿���½À�E��Ê � ��~pÄE�����-��Å �
[n]
¾�Æ-���-��� ¾E���l�A�E�-Ã����-� �-�EÅ�Å � �)~h�-�E¿�¿��

Å��EÉ � �E�-ÄE�
Γ1,Γ2, . . . ,Γj

Î0Ü9�E���EÅ��EÊË½-���
6745231 ∈ S7(123, 132, 213)

ÊË�E�G�A���
6475231 /∈ S7(123, 132, 213)

½À�E��¾�ÆY´Þ¿M~�Å��EÉ � �E�-Ä�~
475

á��-�E¿@�A��½À�
132
Î

Ü9�E��Ê � ��~pÄE�����-�G¾ÇÆ-�W�o»(�Á��~p�-�P�-�E¿�¿��+Å��p���A��Å��EÉ � �E�-ÄE�i½-������È-�Á�A�QÅ����-��Å6��~��A�W~pÊË½-�M~pÊ
�E�G�A�
Å6� � �-�M~��A�¤�)~ÓÊË��¿Á�A�S~ � �A������� ÐeY�Í�ÐWåDÜQÜ � Í�ÐWåDÜQÜ © Í@}
Æ-�E�8Í8}
Æ � �-Ã)Í ¹ ì�Í@à���Í8à � ÍY��A~����EÍ Y����EÊ3ÍÀÚ-ÚÀÍ�Ú�Í�© � ÍY© © Í�© ���ÒÎ
ß �¼ÊË�o�A�(�-�D�)~�� � �A~p¿��+ÊÓ~PÊË��¿Á�A�f�dmË¾E���E�l�A��½��E�'�E� � ÊË�E�A~p���W¾E¿M~pÅ�Å��¥�-�(½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�
áÞÅ6��~��A�Ë½-����½À��Å6�A�Ó�)~Û}
Æ � �-ÃÛ�o�D~p¿ÒÎ]� }
Æ � �-Ã��ÒÍ Ï ��Ã��E��Å�� Ï �ÒÍÀ�pÍ�½-��ë���~p���-�ÒÍ)�)~±©��EÅ6�
� © � �ÒÎ � ~p¿��3ÊË�o�A�G�-��¾E���-Å���Å6�A���-�E¿iÃ��E�-�E�A~p����½À�E��Ê � ��~pÄE�����-���-�

Sn
~�½)~p�6�A�����Ñ�)~

½��E��Ê � ��~pÄE�Á���-�Ý�-�
Sn−1

���-Å��E���E�-�-�
n
����� � ���A�Ë¿��
½���Å���ÄE�����-�'��~p¿��'¾ÇÆ-�Ë�-����¾E��ÊË½)~�Ö

�M~ËÊÓ~p� � �)~ÛÅ��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä�~3½-������È-�Á��~"Ø����-�-��¾ÇÆ-�M~�ÊË�ËÉ � �EÅ6�A�
½À��Å���Äo�����-�9¾E��� � ��� ¦ º ÙÇÎ� � �EÅ6�A�¤½À��Å���ÄE�����-�8Å����-�Û¾E���-��Å�¾E� � �A�¤¾E��� ��¿8�-��ÊË�Þ�-� ¤ £C²�£- �²�²�£CØO£ ÍÀÊË�E�l�A��� � � ¤ £C²9�Ëá� �)~ËÉ � ~p¿�Å��M~pÅ��S½���Å���ÄE�����-���A�A~
� � �¤�E¿��EÊË�E�l���8¾E���-Å��E¾ � �A�Á»(�.��� � �)~Ó½��E��Ê � ��~pÄE�����-�pÍ��
�)~�»�~p�G�A�S~p¿@½-����ÊË���E¿��EÊË�E�l�A�
�
�-��½À�
¿ º � ¿Á�A��Ê
�-Î
Ú(� � �)~�½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�D�-�

Sn−1(Γ1, . . . ,Γj)
¾E���l�A���E�-�

k
Å��Á�A�@~����A�Á»(�ÒÍ(Ã��E�-�E�A~

k
½À�E�;Ö

Ê � ��~pÄE�����-���-�
Sn(Γ1, . . . ,Γj)

Î
Ü9�E�ËÊË��Å6�A�A~p���Ñ¾E��ÊË�3½À��Å�Å��M~pÊË���E� � ÊË�E�A~p����¾E¿M~pÅ�Å����-�i½��E��Ê � ��~pÄo�����-��¾E����É � �EÅ6�A�
ÊË�o�A�G�-�-ÍS¾E���-Å����-�E���M~pÊË�Ñ¿M~Ñ¾E¿M~pÅ�Å��

Sn(123)
ÎÛÚ(�M~

Π = π1π2 · · · πn
� �)~3½À�E��Ê � ��~>Ö

ÄE���p�-�
�-�
Sn(123)

��~p¿��¼¾ÇÆ-�
π1 > π2 > · · · > πk−1 < πk

Î
âP¿�¿����A~Û�Ý½-����ÊË�
k
Å��Á�A�

Å����-�3~����A�Á»(�ÒÍ�½À�E��¾�ÆY´
¿ º ���-Å��E��ÄE�����-�¤�-�
n + 1

��� � �)~Ñ�-�.É � �EÅ6�A�
½À��Å���ÄE�����-�9�-����¾E����~
� �)~ÛÅ��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä�~Ñ�-�E¿.�A��½��

123
Î�âP¿.¾E���l�A�A~p�����-Í��.Å��Á�A�.~Û�-�EÅ6�A�A~Û�-�

πk
�-����Å����-�

~����A�Á»(�ÒÍS½��E��¾ÇÆY´Ó¿ º ���-Å��E��ÄE�����-�
�-�
n + 1

½-���(� � ¾E�Ë¿M~3Å��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä�~
πk−1πk(n + 1)¾�Æ-��á��-�E¿@�A��½À�

123
Î�� � ���-�-�@�)~p¿�¿M~¼½��E��Ê � ��~pÄE���p�-�

¦π1 ¦ π2 ¦ · · · ¦ πk−1 ¦ πkπk+1 · · · πn�p���A�E�-�M~pÊ
��¿���Å��EÃ � �E�l�A�Ò�
¦(n+ 1) ¦ π1 ¦ π2 ¦ · · · ¦ πk−1 ¦ πkπk+1 · · · πn
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¦π1 ¦ (n+ 1)π2 · · · · · · πn
¦π1 ¦ π2 ¦ (n+ 1)π3 · · · πnÎÎÎ
¦π1 ¦ π2 ¦ · · · ¦ πk−1 ¦ (n+ 1)πk · · · πn¾�Æ-��Æ)~p�-�-�Ë����Å�½À�o���A�Á»�~pÊË�E�l�A�

(k + 1), 2, 3, . . . , k
Å��Á�A�8~����A�Á»(�ÒÎ

Ú(�p���A��¿��Á�-�E�M~pÊ
�3¾�Æ-�Ó�)~ � �)~�½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�
¾E���
k
Å��Á�A�+~����A�Á»(�Q�p���A�E�-�M~pÊ
��Å��EÊË½-���

k
½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�@~�»��E�l�A�

(k + 1), 2, 3, . . . , k
Å��Á�A�@~����A�Á»(�ÒÍ(���-�-��½À�E�-�-�E�l�A�EÊË�E�l�A���)~p¿�¿M~

¿ � �-Ã�Æ-�oÄEÄ�~��-�E¿�¿M~�½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�pÎ%Ü9��Å�Å��M~pÊË� èX¾E���-�-�E�-ÅA~p���Çé"É � �EÅ6��~�½-����½-�����o��Â����
� �)~u�¬���<���¡ Æ¢�£ ¤d¥	¦^¦ � ¤^¤ £���§¨���

{
(2)
(k)Ã (2)(3) · · · (k)(k + 1)

Ø « Î � Ù

�-��»��
(2)
á
��¿'� � ÊË�E���3�-�ÝÅ��Á�A�Q~����A�Á»(�'�-�E¿�¿M~Û½À�E��Ê � ��~pÄE�����-��ÊË���-�ÁÊÓ~p¿Á�¼¾�Æ-�ËÆ)~Ñ¿ � �(Ö

Ã�Æ-�EÄoÄ�~
1
Î

çS~Þ¾E��Å6�A� � ÄE�����-�f����¾E����Å��Á»p~��-�E¿�¿M~�½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�f�-�
Sn(123)

½ �Y� ~p�-¾�Æ-�D�oÅAÅ��E���D�A~p½(Ö
½-���EÅ��E�l��~���~
�)~ � �� ��¡¯L�d�¬�e¢�£4�<�d§¨�d��  ­ £���§¨�oÍ(�-��»l����Ã��-�@�-�(�-�
á � �)~�½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�pÍ¿��+½��E��Ê � ��~pÄE���p�-�G�p���A�E� � �A�
�)~

Π
~p½-½)~p�����-�f¾E��ÊË�+Ì)Ã�¿��l�-�

Π
�
¿M~i�A~p�-��¾E�
á
¿M~i½À�E��Ê � Ö

��~pÄE���p�-�DÊË���-��ÊË~p¿Á�f�-�@¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
1
Î�� � ���-�-�ÒÍ(Å � ¿�¿ º

n
ÖX�EÅ���ÊË�¼¿��Á»��E¿�¿Á�¼~pÈ-È-�M~pÊË�Þ� � ���A�

¿��
½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�¥�-�¥¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
n
Ø�Å��i~pÅ�Å � ÊË�M~pÊË�P¾�Æ-�i��¿(¿��Á»��E¿�¿Á�P�-�E¿�¿M~P�A~p�-��¾E�WÅ��M~

1
ÙÇÎ

çS~D���EÃ��p¿M~P�-�-Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-�°6¥Î � ÊË�o���A�W�������E¿M~pÄE�����-�
�¥Ã��A~p�-�¥�-�-��Ã��-�¥�-�(�-���-�E¿�¿ º ~p¿ÁÈÀ�E���¾E���3É � �E¿�¿��@�-�E�SÅ � ���@Ì)Ã�¿��ÒÎÝåD~ � �)~
���EÃ���¿M~¼�-�8Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-�Þ½À��Å�Å��M~pÊË���p���A�E�-�E��� � �)~
�EÉ � ~pÄo�����-��Ô � �-ÄE�����)~�¿��D½À�o��¿M~¤Ô � �-ÄE�����-�DÃ��E�-�E�A~��A����¾E�

f(t) =
∑

n≥0 ant
n
�-��»��

an
á

��¿.� � ÊË�E���Ñ�-�Ý�pÃ�Ã��o���A�Ý~p¿'¿��Á»��E¿�¿Á�
n
Î ä ��É � �EÅ6�A��¾�~pÅ��-Í8»(��Å6�A�Ñ¾ÇÆ-��¿M~u6¥Î � áË~p�-¾�Æ-�
¿M~���EÃ���¿�~��-�8����Å�¾E���Á��� � �A~¼�-�E�8� � ÊË�E���8�-�S}W~���~p¿M~p�-�-Í-�p���A�E�-�M~pÊË�

|Sn(123)| = Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
.

� � ���-�-�×Í��EÅ�Å��E�-�-�
Sn(123)

��¿f�-��Å6�A��� ½ � �l�A���-�P~p�����Á»l�-ÍW½À�E�Ñ~�»��E��� � �%½ � �l�A���-�
½)~p�6�A�E�-Ä�~¥Íp¾E���-Å����-�E���M~pÊË�

Sn(123, 132, 213)
Î G �E¿�¿��Q½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�l�-�GÉ � �EÅ6��~P¾E¿M~pÅ�Å��Å���¿����f½-����ÊË�i� � � Å��Á�A�f½���Å�Å����-���EÅ�Å��E����~����A�Á»(�ÒÍW½À�E��¾�ÆY´�¿ º ���-Å��E��ÄE�����-���-�

n + 1
���

� � º ~p¿Á�A�A~¤½���Å���ÄE�����-�P½-�A�G� � �����EÈ-ÈÀ� � �)~¼Å��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä�~
π1π2(n+ 1)

¾ÇÆ-��áD�-�E¿À�A��½À�
123
��½-½ � ���

213
ÎÝÚ(�

π1 < π2

~p¿�¿����A~
Å���¿�����¿�½-����ÊË��Å��Á�A��á+~����A�Á»��i½��E��¾ÇÆY´Q¿ º ���-Å��E��ÄE�����-�
�-�
n+ 1

�-�E¿@Å��E¾E���-�-�
Å��Á�A�¼½-���(� � �����EÈ-ÈÀ��¿M~¤Å��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä�~
π1π2(n+ 1)

¾�Æ-��á��-�o¿
�A��½��

132
Î

Ú(�M~
Π = π1π2 · · · πn

� �)~"½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�Ó�-�
Sn(123, 132, 213)

`QÅ��
π1 < π2

Í'�)~
¦π1π2 · · · πn

�p���A�E�-�M~pÊË� ¦(n+1)¦π1π2 · · · πn
¾ÇÆ-�fÆ)~�� � �fÅ��Á�A��~����A�Á»(��`lÅ��

π1 > π2

Í
�)~ ¦π1 ¦ π2 · · · πn

�p���A�E�-�M~pÊË� ¦(n + 1) ¦ π1π2 · · · πn
� ¦π1(n + 1)π2 · · · πn

¾ÇÆ-�
Æ)~p�-�-�
� � ��Å��Á�A�8~����A�Á»(�@� � ��Å��Á�A�Ë~����A�Á»�������Å�½À�o���A�Á»p~pÊË�E�l�A�pÎ
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}
��Å9�.¿M~¼���EÃ���¿M~¼�-�8Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-�Þá




(2)
(1)Ã (2)
(2)Ã (1)(2)

Ø « Î © Ù

ç8�Q���EÃ���¿��Ý�-�lÅ � ¾E¾E�EÅAÅ������-��6¥Î � � « Î © Å����-�C²/§	£C²9�+½À�E��¾�ÆY´+»(�l¾E��ÊË½)~p���QÅ���¿�� � �Þ� � ÊË�E���
¿���Ê
�\��~��A�Ë�-�'�o�A��¾�Æ-�o���A�pÎ�� � �EÅ6��~Ñ���EÃ���¿M~Ë�-�.Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-��¾E��������Å�½À���-�-��~p�.� � ÊË�E���.�-�
ã.��È����)~p¾E¾E�ÒÍ¥É � ���-�-�

|Sn(123, 132, 213)| = fn.}
���-Å����-�o�A��~pÊË�3� � �ÓÅ��p���A��Å��EÉ � �E�-ÄE�Ó½-�A�p��È-�Á�A�pÍS¾E���(á
¿M~Ñ¾E¿M~pÅ�Å��
Sn(123, 213)

ÎuWDÃ��-�
½��E��Ê � ��~pÄE�Á���-�P�-��É � �EÅ6��~�¾E¿M~pÅ�Å��DÆ)~¤�EÅA~�����~pÊË�E�l�A�D� � �DÅ��Á�A��~����A�Á»(�'Ø���½-����ÊË��� � �DÅ��Á�A�
~����A�Á»(� ÙÇÍ(�-�8¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~Ë¿M~����EÃ���¿M~¼�-�8Å � ¾E¾E�EÅ�Å������-�Þ¾E��������Å�½À���-�-�E�l�A��á

{
(2)
(2)Ã (2)(2)

Ø « Î �lÙ

�
|Sn(123, 213)| = 2n−1.Ú(��¾E���-Å����-�E���M~pÊ
��¿���Å��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä��

123
�
132
Í-�A����»(�M~pÊË�
~��-¾E���A~

|Sn(123, 132)| = 2n−1

ÊÓ~¼¾E��� � �)~
���EÃ���¿�~��-�8Å � ¾E¾o�EÅAÅ������-�Þ�-�Á»��E��ÅA~¥Í)¾E���(áp�
{
(2)
(k)Ã (1)k−1(k + 1)

Ø « Î � Ù

ä �3�oÕ��o���A�@Å��
Π = ¦π1 ¦ π2 ¦ · · · ¦ πkπk+1 · · · πn ∈ Sn(123, 132)

Í-É � ~p�-�-�Ë���-Å��E���M~>Ö
ÊË�

n + 1
�-�E¿'½-����ÊË�ÓÅ��Á�A�-Í�� � ���A�.�.Å��Á�A�'~����A�Á»(�9Å����-�3~p�-¾E���A~Ñ~����A�Á»(�.�¼¿��Ûá
~p�-¾�Æ-����¿

� � ��»��ÑÅ��Á�A�Û~ËÅ����-��Å6�A�A~Ë�-�
n + 1

Î]� � ���-�-� ¦(n + 1) ¦ π1 ¦ π2 ¦ · · · ¦ πkπk+1 · · · πnÆ)~
k + 1

Å��Á�A�+~����A�Á»(�ÒÎu� � ~p�-�-�"���-Å��E���M~pÊË�
n + 1

����É � ~p¿�Å��M~pÅ��+~p¿Á�A���3Å��Á�A�-Í.Å���¿�����¿
½-����ÊË�¼ÅA�\����áÞ~����A�Á»l��½À�E��¾�Æ-áÞ¿ º ���-Å��E��ÄE�����-���-�

n+ 2
��� � � º ~p¿Á�A�A~¼½À��Å���ÄE�����-��½-���(� � �;Ö

���EÈ-È��f¿M~�Å��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä�~
π1(n+2)(n+1)

¾�Æ-�fái�-�E¿)�A��½À�
132
ÍG�Þ¿M~�Å��p���A��Å��EÉ � �E�-Ä�~

π1(n+ 1)(n+ 2)
¾ÇÆ-��á��-�E¿@�A��½À�

123
Î

Ï ��¾E�p�A�-��~pÊË�P¾�Æ-�i¿��+èX½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�(�-�)ã.��ÈÀ���)~�¾E¾E�\é
�o»(�Á��~p�-���¥�A����ÊË�p�A�Á»(�
123
Í
132
�

213
Í¥ÊË�E�l�A���D¿��P½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�À�E� � ÊË�E�A~��A�D�)~

2n−1
�o»(�Á��~p�-��� � �D�-�@É � �oÅ��A�@ÊË�p�A�Á»(�

Ø
123

�
132

��½-½ � ���
123

�
213
Ù��Ó¿���èX½��E��Ê � ��~pÄE�����-�Ý�-�
}W~���~p¿M~p�-��é
�o»(�Á��~p�-�"Å���¿��

� ��ÊË�p�A�Á»��-Î ä �-��¿Á�A���¤¿M~ÓÅ��EÉ � �E�-Ä�~
2n−1

Å��9�A���>»�~Ó�A�A~Ûã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�9�
}W~���~p¿M~p�-�-ÍÀ¾E���(á
fn ≤ 2n−1 ≤ Cn

Î
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�±w¬¹ � 5 Æó�8ÈÁ~�zL5xº-º��>5
2n−1

G ���-~p�)~p¿���ÄEÄE�o�A�oÊË�DÅ��EÉ � �E�-Ä��i¾�Æ-��Å��¥�A����»p~p�-�D�A�A~Dã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�¥�
2n−1

Î'Ü.�E�Ý�oÅA�oÊ�Ö
½-����¿��DÅ��EÉ � �E�-Ä��Þ¾E��������Å�½À���-�-�E�l�A�S~p¿�¿��P����¾E�������E�-ÄE��¾ÇÆ-��Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~p�-��¿M~¼����¾E�������E�-Ä�~
�-�Ýã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�ÒÍ@¾E����~p�-�EÃ � ~��A�
¾E���-�-��ÄE�����-�.���-��ÄE�M~p¿Á�×Í@Å6��~p�-�-�3�A�A~3ã.��ÈÀ���)~p¾E¾o�Ý�

2n−1
Î

� � �EÅ6�A�
Å��EÉ � �E�-ÄE��Å��(�-��¾E���-�f� � ÊË�E���G�-�lè � ����È����)~p¾E¾E�\é�Í�è � �o�A�A~p�)~p¾E¾E�\é�Í¥ÎEÎEÎEÍ�è9K�ÖX�)~p¾E¾E�\é^`
É � �EÅ6�A�DÅ��EÉ � �E�-Ä����D¿��f����¾E�������E�-ÄE�P¾ÇÆ-�D¿��f�-�oÌ)�-��Å�¾E���-��Å����-�¼��¿�¿ � Å6�A�A~��A�f�-�E¿�¿M~���~pÈ��E¿�¿M~
Å��EÃ � �E�l�A�pÎ

Fibonacci 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . fn = fn−1 + fn−2

Tribonacci 1, 2, 4, 7, 13, 24, . . . tn = tn−1 + tn−2 + tn−3

Tetranacci 1, 2, 4, 8, 15, 29, . . . qn = qn−1 + qn−2 + qn−3 + qn−4ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ
k − nacci 1, 2, 4, 8, 16, 32, . . . vn =

∑k
i=1 vn−iÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ

2n−1 1, 2, 4, 8, 16, 32, . . . dn = 2dn−1 =
∑n

i=1 vn−i

Ü9�E��~p�-�)~p�����)~
Sn(123, 132, 213)

~
Sn(123, 213)

Í8��¿.ÊË�p�A�Á»��
132

�-�o»��ËÅ�¾E��ÊË½)~>Ö
��������`D½À�E�ÛÔ×~p��� É � �EÅ6�A�4¾E���hèX¾E���l�A��� � �Á��Â>éAÍ
èXÃ��E�-�E�A~p¿���ÄEÄE�M~pÊ
��é�É � �EÅ6�A�4ÊË�p�A�Á»���~ � Ö
ÊË�E�l��~p�-�-�4¿M~ Å � ~�¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~¥ÍD¾E���(á�¾E���-Å����-�E���M~pÊË���DÊË�p�A�Á»(�

1432
Í
15432

Í¼ÎEÎ�ÎEÍ
1(k + 1)k · · · 2, . . . Î}
��Ê
��½-����ÊË��½)~pÅ�Å����EÅA~pÊË���-�M~pÊ
�

Sn(123, 213, 1432)
Î ß �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-��¿M~ �A�E¾E�-��¾�~

¾E¿M~�ÅAÅ���¾E~��-�E�SÅ��Á�A�8~����A�Á»(�ÒÍ¥�p���A�E�-�M~�ÊË��¿M~¼Å��EÃ � �E�G�A�Þ���EÃ���¿M~¼�-�8Å � ¾E¾E�EÅ�Å������-�p�




(21)
(1)Ã (21)
(21)Ã (21)(22)
(22)Ã (21)(1)

âPÈ-È-�M~�ÊË�¤� � �P�-�ÁÕ��E���E�l�A�À�o�A��¾ÇÆ-�Ç�A�A�
(21)

�
(22)

½À�E�
�À� � �D�-�ÁÕ��E���E�l�A�ÀÅ6»(��¿ � ½-½-���-�E¿�¿��
½��E��Ê � ��~pÄE�Á���-�À¾E���Ñ� � ��Å��Á�A��~����A�Á»(�ÒÎ/� � �EÅ6��~����EÃ���¿M~Þ�-��Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-��¾E��������Å�½À���-�-��~p�
� � ÊË�E���@�-� � ����ÈÀ���)~p¾E¾E�ÒÎ
� � ~p�-�-�Ñ¾E���-Å����-�E���M~pÊË�-Í���� Ã��E�-�E�A~p¿��pÍ

Sn(123, 213, 1(k + 1) · · · 2)
Í8�p���A�E�-�M~pÊË�Ó¿M~

���EÃ���¿�~��-�8Å � ¾E¾o�EÅAÅ������-�p�
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



(21)
(1)Ã (21)
(21)Ã (21)(22)ÎÎÎ
(2j)Ã (21)(2j+1)ÎÎÎ
(2k−1)Ã (21)(2k)
(2k)Ã (21)(1)

¾�Æ-��¾E��������Å�½À���-�-��~p¿�¿M~PÅ��EÉ � �o�)Ä�~�Ã��E�-�E�A~���~D�)~p¿�¿M~P����¾E�������E�-Ä�~
vn = vn−1+ · · ·+vn−k¾E���b¿���~p�-�EÃ � ~��A��¾E���-�-��ÄE�����-�����-��ÄE��~p¿Á�×Î[� � ~p�-�-�

k → ∞ Í�É � �EÅ6��~�Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-��-�Á»��E�l��~
{
(2)
(2)Ã (2)(2)

ä �-��¿Á�A���pÍ�É � ~p�-�-�
k → ∞ ÍÀ��¿SÊË�p�A�Á»�� 1(k + 1) · · · 2 �-��� á¤½-��ë"����¿��o»�~p�l�A�Þ�E� �p���A�ÇÖ�-�M~pÊ
�

Sn(123, 213)
Î

Ü9����¾�Æ-á
~p�-¾�Æ-��¿��¼½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�.�-�
Sn(123, 132)

Å����-�Ñ�E� � ÊË�E�A~��A�¼�)~
2n−1

Í8½À��Å;Ö
Å��M~pÊË��~p½-½-¿���¾�~p���Ó¿M~"�A�E¾E�-��¾�~�½-���E¾E�E�-�E�l�A��½À�E�
~p�-�)~p���Ñ�)~�ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�W~

2n−1
Î ä �

É � �EÅ6�A�Ó¾�~pÅ��-Í���¿@ÊË�p�A�Á»��
213

�-�o»��¤Å�¾E��ÊË½)~p�����������-��È-È-�M~pÊË�
Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~p����É � �EÅ6�A�
ÊË�p�A�Á»���¾E���-Å����-�E�A~p�-�-�
�8ÊË�p�A�Á»(�

3214, 43215, . . . , k(k − 1) · · · 1(k + 1) · · · ÎâP¿S½-����Ê
�Ë½)~pÅ�Å��Ë�A����»(�M~pÊË�
¾�Æ-�¼~p�-¾�Æ-�¤¿M~�¾E¿M~pÅ�Å��
Sn(123, 132, 3214)

áÞ�E� � ÊË�E�A~���~
�)~p�@� � ÊË�E���8�-� � ����È����)~p¾E¾E�ÒÍ-É � ���-�-�8¿M~¼���EÃ���¿M~¼�-�8Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-�Þá��





(2)
(1)Ã (2)
(2)Ã (1)(3)
(3)Ã (1)(1)(3)

âP¿S½)~pÅ�Å��
k
�A����»(�M~pÊË�
¾ÇÆ-�¤¿M~
¾E¿M~pÅ�Å��

Sn(123, 132, k(k − 1) · · · 1(k + 1))
á¤¾E~p�A~��6Ö

�A�E����ÄEÄ�~>�Ç~��)~�¿�¿M~¼���EÃ���¿M~¼�-�8Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-���




(2)
(1)Ã (2)
(h)Ã (1)h−1(h+ 1)

Ô����
h < k

(k)Ã (1)k−1(k)

�E��~p�-¾E���A~ � �)~Ñ»���¿Á��~¥ÍSÉ � ~p�-�-�
k → ∞ ÍS��¿'ÊË�p�A�Á»l� k(k − 1) · · · 1(k + 1) �-����á½-��ë3����¿��o»�~p�l�A�pÎ

}
��Ê
�¼����Å � ¿Á��~��A�Û~pÈ-È-�M~pÊË�Ë�A���>»�~��A�Ñ� � �¤Ô×~pÊË��Ã�¿Á�Á�Þ�-�'¾E¿M~pÅ�Å��.�-�.½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�9�E� � Ö
ÊË�E�A~��A���)~ÞÅ��EÉ � �E�-ÄE�P�A�A~�ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�)�

2n−1
ÎÝçS~�¿��������o»���¿ � ÄE�����-�iáf�-�EÅ�¾E���Á����~��)~p¿�¿��
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���EÃ���¿Á�¤�-�9Å � ¾E¾E�EÅ�Å������-��¾�Æ-�¤Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~p�-�Ó¿M~Ë���EÃ���¿M~
�-�9Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-�¼�-�.ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�
�D�A�E�-�-�¤~p¿�¿��D� � �����EÃ���¿����-�@Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-�Þ½À�E�

2n−1
Î

�±w*Q � 5
2n−1

5 Rä5Í{:5�3�5xzu~
ß �A��¿��ÁÄEÄE�E���EÊË��¿M~Ñ�A�E¾E�-��¾�~����l�A���(�-�p����~3�-�E¿Q½)~p�A~pÃ��A~�Ô���½-���E¾E�E�-�E�G�A�Û½À�E���A���>»�~p���

¾E¿M~�ÅAÅ��W�-�
½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�
�E� � ÊË�E�A~��A�Ñ�)~ Å��EÉ � �E�-Ä���¾�Æ-�ÑÅ��W�A����»p~p�-� �A�A~
2n−1

�E�4�
� � ÊË�E���@�-�9}W~���~p¿M~p�-�-Î
Ü9�E�S~p�-�)~p���Ý�)~

2n−1
~f}W~���~p¿M~p�-�W½À�E�8½-����ÊÓ~
¾E��ÅA~�¾E���-Å����-�E���M~pÊË�W¿M~
¾E¿M~pÅ�Å��

Sn(123, 213)
Î

ä ¿)ÊË�p�A�Á»l�
213
�-�o»��PÅ�¾E��ÊË½)~p�������pÍlÉ � ���-�-��¿���Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄE�M~pÊË��¾E���-Å����-�E�A~p�-�-�¼~p�-¾E���A~

�ÝÊË�p�A�Á»(�
3214, 43215, . . . , k(k − 1) · · · 1(k + 1) · · · ÎÓâP¿Ý½-����ÊË�3½)~�ÅAÅ��"~pÈ-È-�M~pÊË�

Sn(123, 3214)
��¿M~����EÃ���¿M~¼�-�8Å � ¾E¾E�EÅ�Å������-�p�





(2)
(2)Ã (2)(3)
(3)Ã (2)(3)(3)

� � �E¿Á¿���¾�Æ-��Å��i�p���A���E�-�3á3¿M~�ÈÀ�E� ¾E���-��Å�¾E� � ��~����EÃ���¿M~��-��Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-���-�E�i� � ÊË�E���
�-�'ã.��È����)~p¾E¾E�.�-�.�Á�-�-��¾E�¼½)~��A�WØ

1, 2, 5, 13, 34, . . .
ÙÇÎ�âP¿.Ã��E�-�E����¾E�Û½)~pÅ�Å��

k
~pÈ-È-�M~pÊË�

Sn(123, k(k − 1) · · · 1(k + 1))
��¿M~¼���EÃ���¿M~��-�@Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-�p�





(2)
(2)Ã (2)(3)
(h)Ã (2)(3) · · · (h− 1)(h)(h+ 1) h < k
(k)Ã (2)(3) · · · (k − 1)(k)(k)

¾�Æ-�pÍDÉ � ~p�-�-�
k → ∞ ÍD�-�Á»��E�l�Ç~�¿M~����EÃ���¿�~��-��Å � ¾E¾E�EÅ�Å������-���-�Þ}W~���~p¿M~p�-� Ø�6¥Î � ÙÇÎä �-��¿Á�A���pÍ-��¿�Å��E¾E���-�-�ÓÊË�p�A�Á»����-����á�½-��ë3����¿��o»p~p�l�A���E���p���A�E�-�M~pÊË�

Sn(123)
Î

ä � ÊË�(�-�Û~p�)~p¿���Ã��Ë½À��Å�Å��M~pÊË�Ó½)~p�6�A�����¤�)~
Sn(123, 132)

�¤Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~p���¤��¿SÊË�p�A�Á»l�
132
¾E��ÊË�

2143, 32154, . . .
Î.âP¿G½-����ÊË�f½)~pÅ�Å��D�p���A�E�-�M~pÊË�

Sn(123, 2143)
�+¿M~i���EÃ���¿M~

�-�@Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-�p�
{
(2)
(k)Ã (2)k−1(k + 1)

¾�Æ-�Þá�¿M~����EÃ���¿M~¼�-�SÅ � ¾E¾E�EÅ�Å������-�¤���¥Ì)�-�\�Ç~¼�-�E�8� � ÊË�E���8�-�Sã.��ÈÀ���)~p¾o¾E�8�-�8���-�-��¾E��½)~p���ÒÎ
âP¿@½)~pÅ�Å��

k
�A����»(�M~pÊË��¿M~¼���EÃ���¿M~¼�-�8Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-�p�




(2)
(h)Ã (2) · · · (h)(h+ 1) h < k
(h)Ã (2) · · · (k − 2)(k − 1)h−k+2(h+ 1) h ≥ k

�E����¿9¿���ÊË�\�A�Þ�-�.É � �EÅ6��~3���EÃ��p¿M~Ó�-�'Å � ¾E¾E�oÅAÅ������-��á
~p�-¾E���A~Û¿M~Ó���EÃp��¿M~Ó�-�.Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-�
�-�S}W~���~p¿M~p�-�-Î
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�±w%Ã � 5 Æó�8ÈÁ~�zL5xº-º��>5 Rä5Í{:5�3�5xzu~ �?z 9 ~e�u~ �u�L}��-{%{4~
Ü9�E�f~p�-�)~p�����)~
ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�8~Ë}W~���~p¿M~p�-��¾E���-Å����-�E���M~pÊË�
~p�-¾E���A~�¿M~�¾E¿M~�ÅAÅ��

Sn(123, 132, 213)
½À�E�Óã.��È����)~p¾E¾E���

Sn(123)
½À�E�Ó}W~���~p¿M~p�-����Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄE�M~pÊ
���

� � ��ÊË�p�A�Á»(�
132

�
213

~p¿�¿��ÛÅ6�A�EÅ�Å��3�A�EÊË½��-Î¤âP¿'½-����ÊË�Û½)~pÅ�Å��Ñ�A����»(�M~pÊË�Û¿M~Û���EÃ���¿�~
�-�@Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-�p�





(2)
(2)Ã (2)(3)
(3)Ã (2)(2)(3)½��E�¤¿M~3¾E¿M~pÅ�Å��

Sn(123, 2143, 3214)
Î3� � �EÅ6��~"¾E¿M~pÅ�Å��ËáÓ�E� � ÊË�E�A~���~��)~p�Q� � ÊË�E���Q�-�

Ü9�E¿�¿@¾ÇÆ-��Å����-�Ë�-�EÅ�¾E���Á���A�@�)~p¿�¿M~¼����¾E�������E�-Ä�~¥�




pn = 2pn−1 + pn−2

p0 = 0
p1 = 1

âP¿)½)~pÅ�Å��
k
~pÈ-È-�M~pÊË��¿M~�¾E¿M~pÅ�Å��

Sn(123, (k−1) · · · 1(k+1)k, k(k−1) · · · 1(k+1)��¿M~����EÃ���¿M~¼�-�8Å � ¾E¾E�EÅ�Å������-�Þ¾E��������Å�½À���-�-�E�l�A��á




(2)
(h)Ã (2)(3) · · · (h− 1)(h)(h+ 1) h < k
(k)Ã (2)(3) · · · (k − 1)(k − 1)(k)

��¿Ý¾ � �+¿���ÊË�\�A��É � ~p�-�-�
k → ∞ áÓ~p�-¾E���A~ � �)~�»���¿Á��~�¿M~3���EÃ���¿M~3�-�+Å � ¾E¾E�oÅAÅ������-�Û�-�

}W~���~p¿�~p�-�-Î
ä �¥Ì)�-�¼½À��Å�Å��M~pÊË�Û~p�-¾�Æ-��~p�-�)~p���¼�)~ÛÜ.�E¿�¿.~p�9� � ÊË�E���.�-�'ã.��È����)~p¾E¾E�9�-�.���-�-��¾E�Þ½)~p���ÒÎ
âP½-½-¿��Á¾ÇÆ-�M~pÊ
�Û¿M~ÑÅ���¿��Á��~Ë�A�E¾E�-��¾�~3¾E��ÊË���-¾E�M~p�-�-�Û¾E����¿M~Ñ¾E¿M~pÅ�Å��

Sn(123, 2143, 3214)�E� � ÊË�E�A~���~��)~p��� � ÊË�E�����-�GÜ9�E¿�¿��QÃ��E�-�E�A~p¿���ÄEÄE�M~pÊ
�W��¿�ÊË�p�A�Á»��
2143

�
3214

Î/WP���A�E�-�M~>Ö
ÊË�f¿��+¾E¿M~pÅ�Å��

Sn(123, 3214, 21(k+1) · · · 3)
�
Sn(123, 2143, (k−1) · · · 1(k+1)(k))��¿���¾E��������Å�½À���-�-�E�l�A�8���EÃ���¿����-�8Å � ¾E¾E�EÅ�Å������-�p�





(2)
(2)Ã (2)(31)
(31)Ã (2)(31)(32)ÎÎÎ
(3k−3)Ã (2)(31)(3k−2)
(3k−2)Ã (2)(2)(31)

�
{
(2)
(h)Ã (2)h−1(h+ 1) h < k(k)Ã (2)k−1(k)
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¾�Æ-�pÍ@É � ~p�-�-�
k → ∞ Í��-�Á»l�E�l��~p�-�Û¿��¼���EÃ���¿��¤�-�.Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-���-�E�.� � ÊË�E���.�-�'ã.��ÈÀ��Ö�)~p¾E¾o���-�)���-�-��¾E�W½)~p���ÒÎ Ï ��¾E�����-�M~pÊ
��¾�Æ-�i¿���� � �i¾E¿M~pÅ�Å��)Å����-�Þ�E� � ÊË�E�A~��A�i�)~p¿-� � ÊË�E���

�-�@Å��EÉ � �E�-Ä��¤Ã��E�-�E�A~��A���)~p¿�¿M~¤����¾E�������E�-Ä�~
yn = 2yn−1 + yn−2 + · · ·+ yn−k+1

�pÍlÉ � ~p�-�-�
k →∞ Í��A����»(�M~pÊË� � �)~�����¾E�������E�-Ä�~�½À�E�Q� � ÊË�E���-�-��ã.��ÈÀ���)~p¾E¾o�-�-�)���-�-��¾E�½)~p���Ò�

f2n = 2f2n−2 + f2n−4 + · · ·+ f2 + f0.Ü9��Å�Å��M~pÊË����� � �-�����Ó�W����Å � ¿Á��~��A�+�p���A�E� � �A�W���4ã.��Ã � �A~ 5 Î « �-��»l� � �)~�¿����-��~"¾E���G�A��� � ~�A~p½-½-���EÅ��E�l��~ � �¤½)~pÅ�Å��P�-�����o���A�i½À�E�9~p�-�)~p���+�)~ � �)~�Ô×~pÊË��Ã�¿Á��~�~p¿�¿ º ~p¿\�A�A~¥Í��E� � �)~i¿����-��~
�A�A~����A�EÃ�Ã��M~���~ � �-��Å�¾E�+Ô×~pÊË��Ã�¿Á�Á�Q�-�(½À�o�AÊ � ��~pÄE�����-�l½À�E�.¾ � �(½À��Å�Å��M~pÊË�P~p�-�)~p���
�)~p¿�¿ º � �)~
~p¿�¿ º ~p¿\�A�A~P�A�A~pÊË�Á�A��½)~pÅ�ÅA~pÃ�Ã��)���l�A�E��ÊË�E�-�ÒÍl¾E���Gái��½À�E�A~p�-�-�Þ¿M~�Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~pÄE�����-���-� � �-�
�
� � ��ÊË�p�A�Á»(�ÒÎ

�±w�� Rl~�zpºS3?�LM%�d~Ìzu�
Ü.~p�6�A�E�-�-�Þ�)~�� � �f¾E¿M~pÅ�Å��)�-�)½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�-¾�Æ-�f�o»(�Á��~p�-��Å��p���A��Å��EÉ � �E�-ÄE�D½-������È-�\Ö

�A�pÍl�E� � ÊË�E�A~��A���)~p�¥� � ÊË�E���¥�-�)ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�¥�f}W~���~p¿M~p�-�-Íp�E� � �A��¿���ÄEÄ�~��-�-� � �)~P�A�E¾E�-��¾�~
¾�Æ-�f¾E���-Å���Å6�A�f�-�E¿�Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~p���i¿��iÅ��p���A��Å��EÉ � �E�-ÄE�D½-������È-�Á�A�i~pÈ-È-�M~�ÊË���A����»p~��A�ÞÊË��¿\Ö
�A�¼Ô×~pÊË��Ã�¿Á�Á�¼�-�'¾E¿M~pÅ�Å��Ý�-�'½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�.¾ÇÆ-�
Å����-�3�E� � ÊË�E�A~��A�
�)~ÑÅ��EÉ � �E�-Ä��Ë½À��Å6�A�
�A�A~
�S� � ÊË�E���S�-�9ã.��ÈÀ���)~p¾E¾E�8�ÞÉ � �E¿�¿��S�-�.}W~���~p¿M~p�-�-Î ä �"É � �EÅ6�A�ÛÊË�(�-�Ó~pÈ-È-�M~pÊË�
���(Ö
�A���G�-�p���A� � �"¾E�E�6�A�Ë�A��½À�
�-�S¾E���l�A��� � �Á��Â¼�A�A~
¿����-�ÁÕ��E���E�l�A�S¾E¿M~pÅ�Å��S�-�8½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�8�
�A�A~
¿���Å��EÉ � �E�-Ä��¼�-�S� � ÊË�E���S¾�Æ-�¤¿����E� � ÊË�o��~��-�-Î ä ����Å � ¿Á��~��A�@¾�Æ-�¼~pÈ-È-�M~pÊË���A����»p~��A�
½���Å�Å����-��Ô×~p¾E��¿ÁÊË�E�l�A�Ñ�EÅ�Å��E�����EÅ6�A�EÅ��P~p�W¾�~pÊËÊË���-�
�-�iåJI(¾^K4�E� ~pÃ�¿���~p¿�È��E���W½-¿M~p�)~p���
~����A�A~�»��E��Å��Ó��¿@ÊË�o�A�(�-� ¹ }XW � ÐWåDÜQÜµ�-ÍÀÐWåDÜQÜ � �ÒÎWç8�����EÃ���¿����-�8Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-�ÞÌ)�-�Á�A�
¾�Æ-�Þ~pÈ-È-�M~pÊË�����l�A���(�-�p���A�-Í¥���¥Ô×~����A�ÒÍ¥�-�EÅ�¾E���Á»(�M~pÊË�
~p�-¾ÇÆ-��½)~p�6�A��¾E��¿M~p����¾E¿M~pÅ�Å��8�-�8¾E~pÊ�Ö
ÊË���-�×Íl¾E���Ó»(���-¾E��¿���Å � ¿�¿ º ~p¿Á�A�EÄEÄ�~��¼Å � ¿À¿��Á»��E¿�¿Á���-�E¿�¿��i»p~�¿�¿��ÒÍl��½-½ � ���D~p¿�ÈÀ�E����¾E���Ë»(���-¾E��¿��
Å � ¿8Ã��A~p�-�
�
¿��Á»��E¿�¿Á���-�E�8�-�(�-�ÒÎ



�/�N� ;���cOb�c��<�
	 � bfb�> � >^j��uiY� ��ú ;�c$8Y;�:<;è¾�;���c$8 � =?=^; ��
 i<>^bfb�>Í:<; �/� � � b � 8�c 6 ©

(123, 132, 213)

Fibonacci

(123, 213)

2
n-1

(123, 2143, 3214)

Pell

(123, 132)

2
n-1

(123, 3214)

Fibonacci

di ordine pari

(123, 2143)

Fibonacci

di ordine pari

(123)

Catalano

H�Z���)��*���
�������S�*�8Ù ^����A] ]$�NJ����%&�)��*��+�Z\^,�GZ1�



Î ­1k Q ­1S²¯²±"³ÏT ³

� ÐWÐWÜD� ¹ ÎËÐW~p��¾ � ¾E¾E�ÒÍ�â¤ÎËÐ
�E���-���-�ÒÍ"ì�ÎËÜ9���-�o�A�ÒÍÁé¨�¬��ª éµ£�¯L��§�  ¦^¦ £+²9��Ñµ �²� ��¡ �§
«	�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ Í-Å��p���A��ÊË�EÅ�Å��-Î

� ÐeY]��·¥Î
ÐW~p�-�-¿��Oô�ÍNY�ÎCY���¿�¿Á½)~��A���Á¾^K�Í-TJ§  ��¬�¬ �¿9²9��¿9£C§	ØB¯?£ Ö?� ¦ ²�£���§>\xÔ ¦^÷ «Y �² Ê�¤  �§�¢� â�ã�¿» �Ø���£�¢�£C§2�]«	�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ Í ¹ ¿��E¾o��Î�·¥Î�}
��Ê�È-�Á�@Î	��Ø ©pª�ª�� ÙÇÎ
� ÐWåDÜQÜ � � ¹ Î¥ÐW~p��¾ � ¾E¾E�ÒÍ¥â¤Î¥åD�o¿8ç � �-Ã��-Í ¹ Î-Ü9�E��Ã���¿M~ËÍ Ï Î¥ÜÝ���-Ä�~p�-�ÒÍ	é1�¬��ª ¶B��² ­L÷ £C§²9�3Ñµ �²� ��¡ �§e«	�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ Í)åP��Å�¾E���o�A�¼ì"~��AÆ@Î ©2�O5 Ø ©pª�ª�ª ÙÇÍ	���>Ö ��� Î
� ÐWåDÜQÜ © � ¹ Î@ÐW~p��¾ � ¾E¾E�ÒÍ8â¤Î8åP�E¿Ýç � �-Ã��-Í ¹ Î8Ü9�E��Ã���¿M~¥Í Ï Î8ÜÝ���-Ä�~p�-�ÒÍ�ë1��ª��_«	�d�Lª ¥ ¿²� �²�£���§ ¤ ö/£C² Ê Õ?��¯?£�¢�¢<�d§ ¤d¥ ¯ ¤ �¬ý ¥ �d§ ¦ � ¤  �§�¢Ì² Ê �d£C�_£C§	Ø��d� ¤ £���§u§ ¥ ªe¯L�d�ÇÍ(åD�ÁÅA¾o�A�Ç���ì"~��AÆ@Î © � � Ø ©pª�ª�� ÙÇÍ � Ö �>« Î
� ÐWåDÜQÜµ��� ¹ ÎGÐW~p��¾ � ¾E¾E�ÒÍGâ¤ÎGåP�E¿�ç � �-Ã��-Í ¹ ÎGÜ.�E��Ã��p¿M~�Í Ï ÎGÜÝ���-Ä�~p�-�ÒÍITÇª��d² Ê �N¢<���f�¬��ÔÕ?���-«��¡ �§¨�³²��¬�^� ¤ �d§ ¥ ª��d�¬ �²�£���§)Í-åP��Å�¾E���o�A�¼ì"~��AÆ@Î � � ª Ø �O��� �lÙÇÍ �G« Ö�6 � Î
� ÐWåDÜQÜ � � ¹ ÎSÐW~p��¾ � ¾E¾E�ÒÍSâ¤ÎSåP�E¿+ç � �-Ã��-Í ¹ ÎSÜ.�E��Ã���¿M~(Í Ï ÎSÜÝ���-ÄE~p�-�ÒÍDÐ]ÑXÒ°Ó<T ª��d¿

² Ê �N¢<���f�¬��ÔÍÕ?���e�d§ ¥ ª��d�� �²�£���§#�»Õ ¦ ��ªe¯?£C§� �²9���L£� ��/��¯�Ö?� ¦ ² ¤ Í%·¥Î8åP�ÁÕ.Î ¹ É � Î8âP½-½-¿ÒÎ« Ø �O����� ÙÇÍ � � « Ö ����ª Î
� }
Æ-�E���x© Î æ�Î }PÎ.}
Æ-�E�@Í%æ�Î Ü9Î9åP�E�-Ã-Í.çÝÎ çÝÎ ì�Î¨æ
~p�-Ã-Í<¶B��² ­^÷ £C§3«Y �² Ê�¤  �§�¢+�¬�¬¢ ¥	¦ �¬¢¢<� ¦ ��ª_«	� ¤ £C²�£���§ ¤ Õ?���Æ«	�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ ö/£C² Ê Õ?���?¯?£�¢�¢<�d§ó«Y �²�²9�d�L§ ¤ Í ¹ ¿��E¾o��ÎJ·¥Îi�pÔ}
��Ê¼È-���@Î � Ø ©pª�ª �lÙÇÎ
� }
Æ � �-Ã��¼ã
Î Ï Î Y¼Î9}
Æ � �-Ã-Í Ï Î çÝÎ9à��A~pÆ)~pÊ�Í ê Î ¹ Î�Zf��Ã�Ãl~�����·p�EÎÁÍ'ì�Î:Y�¿��E��ÊË~p�@Í]ç Ê �§ ¥ ªe¯L�d�p�»Õ Û  NÅ�²9�d�³«	�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ Íµ·¥Î'}
��Ê¼È-���@Î � Æ-�E���»I�Ú(�E�EÎ.â ©�� Ø �O��5 �lÙÇÍ��� © Ö�� ��� Î
� ¹ ìp� ¹ Î ÚÀÎ ¹ Ã�Ã��pÍ � Î ì"~p�-Å�� � �EÍ �°�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ ö Ê £ ¦^Ê  �Ø���£�¢�â�ãOá �

 �§�¢ ã2â?á � þ ¦ ��§	²�£C§ ¥ �¬¢ Õ^��  ¦ ²�£���§ ¤ þ  �§�¢ Ñ Ê �N¯?Ô ¤^Ê �dØ «	���¶Ô�§¨��ª|£� �� ¤ ÍÆl���A½@� U
U ôXôXô�Î ~p���D�Á»À� ÊÓ~��AÆ@Î }XW Upªl©pª � ª�� 6¤» � Î9Ø ©pª�ªl© ÙÇÎ
� à��¡�ÞÚÀÎ"à������pÍñT_�?¯?�¬� ¤ þ «	�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ è×ª���²�£ Õ ¤ ��Å ¦ � ¥�¤ �d² ¦  ��L²9� ¤ «��¡ �§� �£C�¬� ¤ Óý ¥ �d�¡ý ¥ � ¤ «��¬��¯?�fÃdª�� ¤  �� �<���L£C² Ê ª|£�ý ¥ � ¤ �d² ¦ ��ªe¯?£C§� �²9��£C�¬� ¤ Í � �EÅ��W�-�
�-�p���A���A~��A�-Íß �-�Á»��E��Å��Á�¬´ÞÐ
�����-��~ � ½ ä Ø �O��� �lÙÇÎ



¹�7�¹eº%78»³ù-¼-½�¾�7%½ 6 �

� à � ��W¼ÎPà � ��ÈÀ�E�6��ÍuÑ���ªe¯?£C§� �²9��£C�¬�B¢<� ¤ «	�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ ètª���²�£ Õ ¤ ��Å ¦ � ¥�¤ �d§Ü�¶£� �£C¿
¤ ��§" �Ø�� ¦ ª���² ¤ þ ¦  ��L²9� ¤ «��¡ �§� �£C�¬� ¤ �d²�²� �¯?�f�¬  ¥ Åu¢<����� ¥ §2�pÍ � �EÅ��8�-�@�-�p���A���A~��A�-Íß �-�Á»��E��Å��Á�¬´ÞÐ
�����-��~ � ½ ä Ø �O���l« ÙÇÎ

� Y��A~������¤}PÎ-Y��A~����A�E�G�AÆ)~p¿��o��Í��°�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ ö/£C² Ê �¬� ¤ ²��L£ ¦ ²9�¬¢Á«Y �²�²9�d�L§ ¤  �§�¢;\³Ô ¦^÷«Y �² Ê�¤ Í-âi�¥»ÀÎ)âP½-½-¿����E�"ì"~��AÆ@Î ©�5 Ø ©pª�ª2� ÙÇÍ «2��ª Ö « � ª Î
� Y����EÊ±�Þå¤Î Y����EÊË�E�EÍj�°�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ ö/£C² Ê Õ?���?¯?£�¢�¢<�d§ ¤d¥ ¯ ¤ �¬ý ¥ �d§ ¦ � ¤  �§�¢  

�<�d§¨�d�� ��¶£ ­ �¬¢|ë ¦^Ê �¬ìO¢<�d�]§ ¥ ªe¯L�d�ÇÍ)åP��Å�¾E���o�A�¼ì"~��AÆ@Î ©2� �3Ø ©pª�ª�ª ÙÇÍ �>©2� Ö � � ª Î
� Ï � å¤Î@à�Î Ï ��Ã��E��ÅEÍBT ¤O¦ �d§�¢�£C§2� ¤ �¬ý ¥ �d§ ¦ � ¤ £C§Æ«	�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ Í�åP��Å�¾E���o�A�
ì"~��AÆ@Î ©�©Ø �O��5 �lÙÇÍ	� « Ö ��ª Î
� Ú-Ú<� Ï Î8Ú(��ÊË�Á���@Í�© Î8Ú(¾�Æ-ÊË���¥��Í:V°� ¤ ²��L£ ¦ ²9�¬¢Ì«	�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ Í ¹Ý� ����½@Î4·¥Î8}
��Ê¼È-���@Î16Ø �O� � « ÙÇÍ	������Ö �lª 6¥Î
� Ú¥ÜD� G Î�·¥ÎQâ¤ÎWÚ(¿��l~p�-�pÍ�ÚÀÎ+ÜÝ¿�� � Õ��pÍ ç Ê �uÐ�§ ¦ Ô ¦ �f�^«	�¬¢�£� #�»Õ Ù §	²9���<�d�uë¨�^ý ¥ �d§ ¦ � ¤ Íâ�¾�~p�-�EÊË��¾�½-���EÅ�Å¼Ø �O��� 6lÙÇÎ
� Ú<� É.Î ¹ Î�ÚG��~p�YK���»p~¥Í2é4���?¯?£�¢�¢<�d§ ¤d¥ ¯ ¤ �¬ý ¥ �d§ ¦ � ¤ ÍpåP��Å�¾E���o�A�iì"~��AÆ@Î � � © Ø �O����� ÙÇÍ ©���� Ö� � 6¥Î
� © � ��·-Î�©��EÅ6��Í:�°�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ ö/£C² Ê Õ?���?¯?£�¢�¢<�d§ ¤d¥ ¯ ¤ �¬ý ¥ �d§ ¦ � ¤  �§�¢ ¤ ²�  ¦^÷ ¿ ¤ ���L²� �¯?�f�«	�d�Lª ¥ ²� �²�£���§ ¤ Í)ÜÝÆ@Î å¤Î � Æ-�EÅ���ÅEÍÀì�Î ä Î � ÎÀ}W~pÊ¼È-�A�Á�-Ã��pÍ�ì�âBØ �O����ª ÙÇÎ
� © © ��·-Î�©��EÅ6��ÍDåJ�d§��d�¬ �²�£C§2��²��¬�^� ¤ þ ² Ê �ÌÑµ �²� ��¡ �§3 �§�¢xë ¦^Ê �^ìN¢<�d�°§ ¥ ªe¯L�d� ¤ ÍGåD�ÁÅA¾o�A�Ç���ì"~��AÆ@Î �N� 6�Ø �O���l« ÙÇÍ ©��<5 Ö © 6 © Î
� © ����·-ÎY©��EÅ6��Í�åJ�d§¨�d�¬ �²�£C§2�e²��¬�^� ¤ þ Õ?���?¯?£�¢�¢<�d§ ¤d¥ ¯ ¤ �¬ý ¥ �d§ ¦ � ¤ Í)åP��Å�¾E���o�A�¼ì"~��AÆ@Î �>«�5Ø �O��� 6lÙÇÍ	��6���Ö�� 5�� Î



n ³lo ­À¸pS Q S �
� ®ï³ sË¸3±3U ¸Û¸+U°±"³ îï­ ±�·4¸�­8ð#S Q S
îï­%sË¸3±"­1k U ¸�­�ò�³ �

WDÃ��-�-~p�6�A��¾E��¿��P¾�Æ-��Æ)~�~�¾�Æ-�WÔ×~p���W¾E���
�¥� � ÊË�E���-�-�)}W~���~p¿M~p�-�D¾E���l���Á�E�-� � �)~PÔ��A~>Ö
Å����-�E¿@�A��½À�-�9è ä �B� Ú © �9ÚG��~p�-¿��dIÛ�)Â±6�6¼���G�A�E��½-���o��~pÄE�Á���-�@¾E��Ê¼È-���)~��A�����Á�D�-�ÁÕ��E���E�l�A�@�-�E�� � ÊË�E���9�-�'}W~���~p¿M~p�-��é�Î ä �l»l�E¾E�pÍ@¿ º �EÅ��E��¾E��ÄE���Æ6¥Î �O� �-��� Ú © �'áÞÔ�����Å��¤¿M~ËÊË��Ã�¿Á�Á������Ô����l�A�
�-�S���¥Ô�����ÊÓ~pÄE�Á���-�8Å � ¿�¿M~�Ô×~pÊË��Ã�¿Á��~��-�'}W~���~p¿M~p�-�-ÍÀ~p¿�ÊË�o�-�Ë�)~ � � ½ � �l�A�Û�-�8»(��Å6��~Ó½ � Ö
�A~pÊË�E�l�A�P�E� � ÊË�E�A~��A�Á»��-Î ß �Ñ½)~pÅ�Å���Å � ¾E¾E�EÅ�Å��Á»l���-��»(���EÈ-ÈÀ���EÅ�Å��E����É � �E¿�¿��¤�-�À�-�oÌ)�-�����
~p¿�¾ � �-�P���l�A�E���EÅ�ÅA~p�l�A�ÀÅ6�A� � �A� � ���P� º �����-���-�fÅ � Ã�¿����pÃ�Ã��o���A���-�E¿�¿M~�Ô×~pÊË��Ã�¿Á��~��-�@}W~���~p¿M~p�-�
�
�-�G¾E�E��¾�~p���W�-�(¾E���¥Ô������l��~p��¿��pÎD� � �E¿�¿��f¾�Æ-�W¾E�E��¾�Æ-�M~pÊË�P�-�GÔ×~p���+áW~�Õ������G��~p���+¿M~i½-����ÊÓ~
��Å6��~p�-Ä�~��-�E¿8½-����È-¿��EÊÓ~¥Î
}
��ÊË���-¾o�M~pÊË�
¾E��¿S¾E���-Å����-�E�A~p���¤¿���½)~p�6�A��ÄE�����-��èX�-���-¾E����Å�Å����-Ã�é�ÎJ� � �EÅ6�A�¤½À��Å�Å����-�

�EÅ�Å��E���Þ�-�p��~��A���-� � �������-���-�D�-�8�A~�mË�)~pÊË�E�l�A�-Í-½À�E���p���A�E�-�E�����@���o�A��¾E��¿��ÒÍ(Å6� � �-�M~��A�@���
½-����ÊÓ~D��Å6��~p�-Ä�~��)~'Y����dôW�E�A~pÅ_� Y����d�ÒÍG¾�Æ-�fÅ����-�ÞÅ6��~��A� � �A��¿���ÄEÄ�~��A�¥���ËÊË��¿Á�A�¥�i�-�ÁÕ��E���E�l�A�
¾E���l�A�EÅ6�A�ÒÎ � ~p¿������o�A��¾E��¿��D½À��Å�Å����E�-���-�����G�A�E���EÅ�ÅA~p�l�A��½-����½-�����o��Â4ÊÓ~��-��� ����Å � ¿Á��~p�-�
�EÅ�Å��E�����-��Å6�A����È � �A�Á»(�×Î ¹ Å���Å6�A��¿M~¤½À��Å�Å���È-��¿��\��ÂÞ�-�@�-�oÌ)�-����� � �)~¼���l�A�E���EÅ�Å�~��G�A��Å6�A� � ��� � �A~
���o�A��¾E��¿�~p���Ó�-��Å6�A����È � �A�Á»p~�Å � ½)~p�6�A��ÄE�����-�+�-���-¾E����Å�Å����-ÃGæ Ü9�E�-Å��M~pÊË��¾�Æ-�Ñ¿M~"����Å�½À��Å6��~
½���Å�ÅA~ �EÅ�Å��E���3~�Õ��E��ÊÓ~��A�Á»�~3Å��Ó�A����»(�M~pÊË� � �������-���-�ËÅ � ¿�¿��Ë½)~p�6�A��ÄE�����-�Ý�-���-¾E����Å�Å����-Ã
¾�Æ-�ÑÅ��M~ ��Å���ÊË���6Ô�� ~p¿�ÊË�E�-��~ � � �Ñ���o�A��¾E��¿��+�-��Å6�A����È � �A�Á»(�+¾E��� � �)~����l�A�E��½-���o��~pÄE�����-�
¾E��Ê¼È-���)~��A������~¥Î
Ü9�E�¤½-�A�ÁÊÓ~�¾E��ÅA~"¾E���-Å����-�E���M~pÊË���+¾�~pÊËÊË���-�Ý�-�
åJI(¾LK��ÛÅ � �-�+�EÅ�Å��W�-�oÌ)�-�M~pÊË�

¿M~ËÅ��EÃ � �E�l�������E¿M~pÄE�����-�¤� º �����-���-�p�i�)~��A�.� � ��¾�~pÊËÊË�Á�-�9�-�'åJI(¾^K
P
Í
Q
�-�E¿�¿M~ËÅ6�A�EÅ�ÅA~

¿ � �-Ã�Æ-�oÄEÄ�~¥Í8�-��¾E�M~pÊË�Ó¾�Æ-�
P ≤ Q

Å��
P
Å6��~Ñ���l�A�E�A~pÊË�E�l�A�¼Å��p���A�

Q
Ø×~p¿.¿���Ê
�Á���¤½ �Y�

¾E���Á�-¾E���-�E����¾E���
Q
����É � ~p¿�¾�Æ-��½ � �l�A�GÙÇÎ ¹�º ½���Å�Å���È-��¿��3Ê
��Å6���A~p���"� ã'Ü © �f¾�Æ-��¿ º ���(ÖÅ����EÊË�Ñ�-�E��¾�~pÊËÊË���-�+�-�iåJI(¾LK��-��¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~�Ì)Å�ÅA~���~��-�p��~��A�W�-��É � �EÅ6��~����E¿M~pÄE�Á���-�

� º �����-���-�
á � �����o�A��¾E��¿��3�-��Å6�A����È � �A�Á»��-Î�� � �EÅ6�A�°�¬�d²�£ ¦ ��� £J¢�£S\³Ô ¦^÷ �-����Å����-�"ÊË��¿Á�A�¾E���-�pÅA¾o� � �A��`�Å����-�ÓÅ6��~��A�SÅ6� � �-�M~��A�8����� ã'Ü © �WØ�Å��EÃ � �E�-�-�Û�-�E¿�¿������-�E�E�ÞÃ��E�-�E�A~p¿��8�-� G ~>Ö�A~NIl~p�)~�� G � ÙÇÍ.�E�����ï� }X·��+Ã�¿��Q~ � �A�����QÊË��Å6�A�A~p�-��¿M~3¿������3��ÊË½À���6��~p�-Ä�~Ñ�-�E¿�¿���Å6� � �-���



�/�N� ;���cOb�c�!��#"48 � �N��jNiY�¬��i�j � :<;%jL>$��;�=?c$b�c|:<;f�N��j�;���iY��;�û � � 6�6

�-�.~p¿�¾ � �-�9½-����È-¿��EÊË�S��� ���E¿�~pÄE�����-�¤¾E��� ¿��¼~p¿�Ã��EÈ-���Þ�-� � �EÊË½��E��¿��dIlÖ;ç8���EÈ@ÎDçS~Ó�-��Å6�A�A~
���-��~
áÞÉ � �E¿�¿M~��-�8�A�A~pÅ6Ô��E����������~p¿������E¿M~pÄE�����-��� º �����-���-��Å � ¿�¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�@�-���-¾E����Å�Å����-Ã
Å��E¾E���-�-� � �)~ÞÔ×~pÊË��ÅA~�È-�����EÄE�����-��� Ú<�ÒÎÝâPÈ-È-�M~pÊË�Þ¾�Æ-�M~pÊÓ~��A�e�^�d²�£ ¦ ���¶£D¢�£ Û � ¥�Ê  �²µ¢<�d�C�f�«Y ��L²�£ ­ £���§	£µ§¨��§ ¦ �¬� ¤^¤ £C§2�Û�9���o�A��¾E��¿��S�-��Å6�A����È � �A�Á»(�8�-�E¿�¿��Þ½)~p�6�A��ÄE�����-�8�-���-¾E����Å�Å����-ÃÛ¾E��Å9��-�oÌ)�-�Á�A��`���¿.Ü.~p�A~pÃ��A~�Ô��u6¥Î �Ûá¼�-�E�-��¾�~��A�Ñ~p¿�¿��ÓÅ6� � �-���Û�-�'~p¿�¾ � �-�¼½-����½-�����o��ÂÓ�-�.É � �EÅ6�A�
���o�A��¾E��¿Á�ÒÎ ä �-��¿Á�A���pÍ¥�À���o�A��¾E��¿��À�-�@Ð
� � Æ)~��W�-�E¿�¿��P½)~p�6�A��ÄE�����-���-���-¾E����Å�Å����-Ã�����Å � ¿Á��~p�-�¤�EÅ;Ö
Å��E���P��Å���ÊË���6ÌÛ~p� � � º ~p¿Á�A�A~Þ���l�A�E���EÅ�ÅA~p�l�A�D¾E¿M~pÅ�Å��P�-�À���o�A��¾E��¿��×Î G ���ÓáP�-�¡mË¾E��¿����A���>»�~p����EÅ�½-¿���¾o�Á��~pÊË�E�l�A� � �)~3È-�����EÄE�����-�¤�A�A~3¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�.�-���-¾E����Å�Å����-Ã��
¿���½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�
¾�Æ-�Û�o»(�Á��~p�-�"��¿+ÊË�p�A�Á»��3� �>© Î ÜÝ��ë ½-���E¾E��ÅA~pÊË�E�l�A�pÍ'ÊË��Å6�A���M~pÊË��¾�Æ-�Ó��~p¿��ËÈ-�����EÄE�����-�½����6��~ � � ��Å���ÊË���6Ì)Å�ÊË�Ë� º �����-���-���A�A~Ë��¿S���o�A��¾E��¿��Ë�-�.Ð
� � Æ)~��P�-�E¿�¿��Þ½)~p�6�A��ÄE�����-�8�-���(Ö
¾E����Å�Å����-Ã��-�

n
�i¿M~�¾E¿M~pÅ�Å��

Sn(312)
�-�E¿�¿��W½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�-�-�

n
¾ÇÆ-�i�o»(�Á��~p�-����¿-ÊË�p�A�Á»��

� �>© �-�p��~��A���-�E¿�¿ º �����-�Á�-���-�SÐ
� � Æ)~���ÎW}
��ÊË��Å��p���A��½-���(�-�p���A�Ë~pÈ-È-�M~pÊË��¾�Æ-�
Sn(312)á � �
ÅA���A�A�����o�A��¾o��¿����-��Å6�A����È � �A�Á»l�D�-�E¿�Ã�� � ½-½��ÞÅ���ÊËÊË�o�A���Á¾E���-�)�����-���-�

n
¾E���Ë¿ º �����-���-�

�-�+Ð
� � Æ)~���Îp� � �EÅ6�A�Q����Å � ¿Á��~��A�ÝÅ��Ý�A����»p~p�-���-�E¿�¿M~ÑÅ��EÄE�����-�Æ6¥Î � Í9�-��»��ÓáËÅ6��~��A�"~p�-¾ÇÆ-�
�A����»�~��A� � �¼¾E���Á�A�E�����P½À�E�.�-�o�A�E��ÊË���)~p���
ÊÓ~pÅ�Å���ÊË�f�
ÊË���-��Ê
�f�-�(� � �W½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�G���
Sn(312)

Î ä ¿(ÅA�p¿��D~p�6�A��¾E��¿��f¾�Æ-�
�A�A~�����~fÉ � �EÅ6�A�D�A��½À�P�-�(½-����È-¿��EÊË�Gá]� ÜD�ÒÍ��-��»��W¿ º ~ � �A�����
�-�o�A�E��ÊË���)~¤�@½À��Å��o�i�-�8Ð
� � Æ)~��¤Ø×~�½)~p�6�A�����P�)~p�@Ã�� � ½-½-�@�-�¨©��dI(¿ Ù
¾�Æ-��Å����-�
���o�A��¾E��¿��×Î
ä �Þ��Ã��-�lÊË�(�-�-Í>��¿�¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á���E�Þ�l½-����½À��Å��Á�A�l�-��� ÜD�(Å����-�i�A�p��~p¿�ÊË�E�l�A�Ý�-�Á»��E��Å��G�)~p�l�-��Ö
Å6�A���ÒÎQÚ¥~p���EÈ-ÈÀ�����l�A�E���EÅ�ÅA~p�G�A��¾E���¥Ô������l��~p�����@�-��Å6�A���8����Å � ¿Á��~��A�À¾E����É � �E¿�¿����-�SÜÝ���G¾o�A���EÎ
}
��Ê � �-É � �pÍl¾E�¥Å��EÊ¼È-�A~D¾�Æ-�W��¿(����Å � ¿Á��~��A�P¾�Æ-��~pÈ-È-�M~pÊË�P�p���A�E� � �A�±� ÐWÐWã'Ü � ÍpÐWÐWã'Ü © �Å��M~Û��¿.½-����ÊË�Û¾E���-¾E�E���-�E�l�A�Ë¿M~ÛÅ6�A� � ��� � �A~Ñ� º �����-���-�����-�-�p����~Û�)~p¿�¿ º �����-���-�¤�-�ÝÐ
� � Æ)~��
Ô����6�A�¤Å � ¿�¿M~Ë¾E¿M~pÅ�Å��¼�-�E¿�¿��¤½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�9¾�Æ-���o»(�Á��~p�-� � ��ÊË�p�A�Á»��-ÎDÜÝ���E¾E��Å��M~pÊË�Ó¾ÇÆ-�
����Å � ¿Á��~��A�8Å���Ê
��¿Á�8Å����-�ÛÅ6��~��A�8�A���>»�~��A�9½��E�P¿ º �����-���-���-�EÈÀ��¿��p�W¾E�Á�A�M~pÊË�+� Ð�©��ÒÍÀ�-��»��¤Ã�¿��
~ � �A�����iÊ
��Å6���A~p�-��¾�Æ-�

Sn(312)
¾E���h¿ º �����-���-�3�-�EÈÀ��¿���á � � Å��p���A�����o�A��¾E��¿����-�

Sn
Í

��Å���ÊË�p��Ô��Û~p¿.���o�A��¾E��¿��Û�-� � ~pÊÓ~p���ÒÍ��u� åP���ÒÍ@�-�>»���Å����-�3¾�~p�A~����A�E����ÄEÄ�~>���9É � �E�ÝÊË�(�-�E¿�¿Á�
τ
��~p¿���¾�Æ-�

Sn(τ)
á � �����o�A��¾E��¿��-Î

çS~�½)~p�6�A�iÌ)�)~p¿����-��É � �EÅ6��~Þ���l�A���(� � ÄE�����-��ái�-�E�-��¾�~���~Þ~p¿�¿M~DÅ�½-���EÃl~pÄE�����-���-�À~�¿�¾ � Ö
�-�Þ�-�p��~pÄE�����-�S¾�Æ-� � �A��¿��ÁÄEÄE�M~�ÊË�
�¼~p¿�¿M~�½-���EÅ��E�l��~pÄE�����-�¤�-�E�SÔ����-�)~pÊË�E�G�A�S�-�E¿�¿����A�E�������
Ã��E�-�o��~�¿��S~�¾ � �8���l�A�E�-�-�M~pÊË�����ÁÔ��E������¾E�×Î
çS~i���E¿M~pÄE�����-�Q�-�G¾E��½À�E�6� � �A~f�-�G��Ã��-�G½À��Å��o�'¾�Æ-�
¾E���-Å����-�E���E���EÊ
�Pá
���-�-��¾�~���~�¾E���¤��¿

Å���Ê¼ÈÀ��¿Á� ≺ ÍG���
ÊË�(�-����~p¿��W¾ÇÆ-� x ≺ y
Å���Ã��-�ÁÌ)¾�~�¾�Æ-��è

x
áf¾E��½��E�6�A�Þ�)~

y
é�Î'ç º ���-Å����EÊË�

Ø��E����¿S�A�Ç���Á¾E��¿��GÙ��-�E¿�¿��¤½)~p�6�A��ÄE�����-�S�-�
[n] = {1, 2, . . . , n} ÅA~p�AÂÛ�-�E�-�p��~��A�Ñ�)~ Π(n) ÎÚ(�

π ∈ Π(n)
Í � �A��¿���ÄEÄE�E���EÊË��Å��EÊË½-���3¿M~��-�p��~pÄE�����-�

π = B1|B2| . . . |Bk

Í+�-��»l�3�
Bi

ÅA�p�-�Ñ�.È-¿��(¾E¾�Æ-�.�-�
π
Í@Ã�¿��S�E¿��EÊË�E�G�A�.~p¿�¿ º �Á�l�A�E���-�Ó�-�.��Ã��-�9È-¿��(¾E¾E�ÛÅ����-�Ñ��� �����-���-�

�-�E¾E���EÅ�¾E�E�l�A�¤�
maxBi < maxBj

Í)½À�E�
i < j

Î
âS»(���EÊË�"Å�½��EÅ�Å���~�¾�Æ-�ËÔ×~p���
¾E��� �Ý¾�~pÊËÊË���-�'�-�
åJI(¾^K��pÍ'~3Å��E¾E���-�)~"�-�E¿+¾E���(Ö

�A�EÅ6�A�-ÍS¿��'�-�EÅ�¾E���Á»��E���EÊË������ÊË�(�-�'�-�Á»��E��Å��ÒÎË}
��Ê � �-É � � � ��¾�~pÊËÊË���-�Û�-�QåJI(¾^K�ÅA~>Ö
�AÂ ~p¿Á�A�E���)~��A�Á»p~pÊ
�E�l�A�Ó�-�EÅ�¾E���Á���A��¾E��ÊË� � ��½)~p�6�A��¾E��¿M~p���Ë½À�E��¾E����Å����-�E¿W���o�A��¾E��¿��"�-�E¿
½-�M~p�-���-��Å�¾E���o�A�

N × N
Ø��-�E�-�p��~��A� ¾E��� ¿��o���A�E���ÓÊÓ~p� � ÅA¾o��¿��Ë¾E��ÊË�

P,Q,R, . . .
Ù��

¾E��Ê
� � �)~�Ô � �-ÄE�����-�
f : N −→ N

¾�Æ-��Å��(�-�-��Å6Ô×~�¾E�E�6�A��½-����½-�����o��ÂbØ��-�E�-�p��~��A�
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�A�A~pÊË�Á���D¿��o���A�E����ÊË��� � Å�¾E��¿��D¾E��ÊË�
f, g, h, . . .

Ù
�Ë~p�-¾�Æ-��¾E��ÊË� � �)~
½)~p�6�A��¾E��¿M~p���P½)~>Ö
����¿M~ÛÅ ��� ��~p¿ÁÔ×~pÈ��o�A��~3� � �
¿��o���A�E��� {U,D} Ø��-�E�-�p��~��A�3¾E����¿��o���A�E���
Ã����E¾ÇÆ-�
¾E��ÊË�
ω(U,D), ψ(U,D), . . .

ÙÇÎ
G �E¿�¿M~ÛÅ��EÄE���p�-��6¥Î � ����¾�Æ-�M~pÊË��~pÊ
�ÛÈ-���o»��EÊË�E�G�A�Ë�-�E¿�¿��¼½-����½-�����o��ÂÑ�-�E�Ý���o�A��¾E��¿��.�-�½)~p�6�A��ÄE���p�-� � �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-����¿�¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á���-�o¿fÊË�o�A�(�-� ¹ }XW¼Î Ï �oÔ��E���E�-ÄE� ~pÃ�Ã�� � �l�A�Á»l�

½��E����¿.ÊË�o�A�(�-� ¹ }XWIÅ����-�B� Ðð�d²- �� Ú Í8ã'Ü � Í8ÜQÜ Ï Í8à�ÜQÜ/�ÒÎ G �E¿�¿M~ÓÅ��EÄE�����-�±6¥Î � � �A�\Ö¿���ÄoÄE�M~pÊ
����¿@¾E���-¾E�o���A�Ë�-�8½À�E��Ê � ��~pÄE�����-��~
ÊË�p�A�Á»����EÅ�¾E¿ � Å�� Ø�Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~��A�GÙÇÍ-�-�8¾ � �
~pÈ-È-�M~�ÊË�ÛÃ��MÂÓ½)~p��¿M~��A�-Í�ÊÓ~Ñ~Û½-����½À��Å��Á�A�Û�-�Ý~p¿Á�A���¼½-����½-�����o��Â¥Í@¾o����~p¿Á�A���9�A��½-�9�-�Ý~p�;Ö
Ã���Ê
�E�G��~pÄE�����-�À��Å���½-�A~���� � �A�A��¾E����~p¿Á�A����Å�¾E��½-�ÒÍ-�-�E¿S}W~p½-�Á�A��¿�� « ÎQÜ.��Å�Å��M~pÊË�¤�A���>»�~p���
� �)~ËÉ � ~p�G�A�Á��ÂË�E�-����ÊË�¤�-�.~p�6�A��¾E��¿��@¾ÇÆ-�¼Å��9�(¾E¾ � ½)~Û�-�E¿�¿ º �EÅ�¾E¿ � Å������-�Þ�-�9ÊË�p�A�Á»(�ÒÍ-»��E�-�
½��E�Q�EÅ��EÊË½-���e� Ú-ÚÀÍGã+Í!Y��A~$�ÒÎ ä �3� Ð�Ú<�)Ã�¿��)~ � ���p�A�¥Æ)~p�-�-�Þ���l�A���(�-�p���A���1ª���²�£CØO£��<�d§¨�d�� �¿
�¶£ ­^­  �²�£W½À�E�DÅ6� � �-�M~p���¤¿��¤Å6��~��A��Å6�A��¾�Æ-��ì"~pÆ-���-�M~p�-�¤Å � ¿�¿��¤½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�ÒÎ ß ��ÊË�p�A�Á»��Ã��E�-�o��~�¿���ÄEÄ�~��A��á � �)~�½À�o�AÊ � ��~pÄE�����-�

σ ∈ Sk
�-�p��~���~ �-�
�A�A~����A���-�+Ô��A~ ¾E��½-½-���Ñ�-�E�

Å � ���À�E¿��oÊË�E�G�A�.Ø�½À�E�
�EÅ��EÊË½-���
1
Ö
32
�
23
Ö
1
Å����-�¼Ê
�p�A�Á»(��Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄE~��A���-�

3
ÙÝ�E� � �)~

½��E��Ê � ��~pÄE�Á���-�
π
¾E���l�A���E�-� � �3ÊË�p�A�Á»��¼Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~��A��É � ~p�-�-�
�E¿��EÊË�E�l�A�@~p�-�M~p¾E�E�G�A�

�-�E¿�Ê
�p�A�Á»l� Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~��A��¾E��������Å�½À���-�-���-��~p�4�E¿��EÊË�E�l�A��~p�-�M~p¾E�E�G�A�W���
π
Î�}
¿M~pÅ�Å��

�-��½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�À¾ÇÆ-���o»(�Á��~p�-� � �ÑÊË�p�A�Á»��¼Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~��A�¼Å����-��Å6��~��A��~pÊË½-�M~pÊ
�E�G�A�
Å6� � �-�M~��A���-�EÃ�¿�� � ¿Á�A��Ê
�@~p�-�-�+Ø »��E�-��� Ð�ÚÀÍ�ÐWã'Ü�Í�}DÍ�}�ì+�ÒÍ)½��E�i¾E�Á��~p���-��É � ~p¿�¾ � �-�lÙoÎ

$�w?v %ñ~x�-�d~�zu�'&p}��N3d��9 �?zL5³}�� M4�a383�P9�NzLM%�?�-9 � �u�N383d�(& 5Í}]n
{4�d�-�d~Ìzu�

}
��ÊË���-¾o�M~pÊË�¤¾E��¿�����¾ÇÆ-�M~�ÊÓ~p���P~p¿�¾ � �-��½-����½-�����o��Â¤�-�E¿�¿ º ���-Å����oÊË�P�-�E¿�¿��P½)~p�6�A��ÄE�����-�
����Ã � ~p���)~p�l�A�D¿ º �����-���-��¾E¿M~�ÅAÅ���¾o���-���A~�mË�)~pÊË�E�G�A�-Î � � �EÅ6��~�Å��EÄE�����-��É � ���-�-���-�o»��
�EÅ�Å��E���Ó���l�A�EÅA~�¾E��ÊË� � � º ���-�)~pÃ����-��Å��E¿��EÄE�����)~���~3�-�+~p¿�¾ � �-�
¾E¿M~pÅ�Å���¾ÇÆ-�
½-����½-�����o��Â3�-�E�
���o�A��¾E��¿Á���-�E¿�¿��3½)~p�6�A��ÄE�����-�×Î Ü9�E�Ó�-��������½À�o�A�E����½)~p����¿M~�½À�E�Ë½)~p����¿M~��i¾E���l�A�E� � �A�i�-�
~p¿�¾ � �-�
�A�EÅ6�A�W¾E¿M~pÅ�Å���¾E�ÒÍÝ~pÈ-È-�M~pÊË� Å�¾E�E¿Á�A���-� � �A��¿��ÁÄEÄ�~p��� � �4¿����-Ã � ~pÃ�Ãp��� ~p¿Á�A�E���)~��A�Á»��-Î
� � �E¿Á¿��Û¾�Æ-�
~pÈ-È-�M~pÊË�Ó�p���A�E� � �A�Ñá � �)~Ñ½-���EÅ��E�l��~pÄE�����-���-�'~p¿�¾ � �-�.����Å � ¿Á��~��A�9¾E¿M~pÅ�Å���¾E�
Å � ¿�¿ º ���-Å��Á�EÊË�¼�-�E¿�¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�.���-Å��E���Á�A�.�-�E¿�¿M~ÛÅ6�A� � ��� � �A~Ñ�-�E¿QÊ
�o�A�(�-� ¹ }XWx�
�-�E¿�¿��
���EÃ���¿Á���-�8Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-�pÎ
åD~��A�

π, γ ∈ Π(n) Í)�-�oÌ)�-�M~pÊË� π ≤ γ
É � ~p�-�-�Ó��Ã��-�8È-¿��G¾E¾E�Ë�-�

π
á�¾E���G�A�E� � �A�

��� � �ÓÈ-¿��G¾E¾E�Þ�-�
γ
ÎQç8�i� � ÊË�E����Å��f½-����½-�����o��Â��-��É � �EÅ6�A�¼�����-���-�i¾E¿M~pÅ�Å���¾E�ÞÅ���½À��Å�Å����-�

�A����»�~p���¼���"ÊË��¿Á�A��Ô����l�A�ÒÍ��A�A~Ó¾ � �-� Ú � ÍÀâJ�ÒÎ³� � �.�-�Á¾E�M~pÊË�ËÅ���¿��Û¾�Æ-�
Π(n)

�-�p��~��A�Û�-�
É � �EÅ6�A�Á����¢�£C§¨�x¢�£D�� �õó§� �ª��d§	²9�¼á � �3���o�A��¾E��¿��¼¾ÇÆ-���-���3á��Y´��-��Å6�A����È � �A�Á»��¼�Y´�ÊË��Ö
� � ¿M~p���pÎ �9� ����~�»(�M~¥Í(½���Å�Å����E�-� � �)~�Ô � �-ÄE�����-�f�A~p�-Ãp�-�.��¿)�A~p�-Ã��¤�-�

π = B1|B2| . . . |Bká
(n − k)

Î ä � � ÊË�E���9�-�4©%Æ-�Á�A�-�dI�Å � �9���o�A��¾E��¿��8�-�E¿�¿��Þ½)~p�6�A��ÄE�����-�8Å����-�Ó�9È��E� ¾E���-��Ö
Å�¾E� � �A�8� � ÊË�E���8�-�.ÚG�A����¿��Á�-Ã��-�8Å��E¾E���-�)~ËÅ�½À�E¾E���pÎ ä ¿8�-�M~pÃ��A~pÊËÊË~¼�-��ZP~pÅ�Å��Þ�-�

Π(4)
á

ÊË��Å6�A�A~��A������ã.��Ã � �A~|6¥Î � Î
ß �)~Þ¾E��Å6�A� � Äo�����-�D����¾E����Å��Á»�~Þ�-�E¿�¿ º ���-Å����oÊË�i�-�E¿�¿��f½)~p�6�A��ÄE�����-�)¿M~�»����A~Þ¾E��ÊË�fÅ��EÃ � �p�
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4 3 2 1

1 | 2 | 3 | 4

21 | 3 | 4 2 | 3 | 412 | 31 | 4 1 | 32 | 4 1 | 3 | 42 1 | 2 | 43

21 | 433 | 421 31 | 42321 | 4 2 | 431 1 | 43232 | 41

H�Z���)��*��)
�����]c
Z	�����*��&�&'����Z+*e�,"�"��N��Z
Π(4)

�
�)~��A�

π = B1|B2| . . . |Bk ∈ Π(n)
Í�Å��.~pÃ�Ã�� � �-Ã��

(n + 1)
~p�"��Ã��-�8È-¿��(¾E¾E�Ë�-�

π
�ËÅ��

���-Å��E����Å�¾E�¼��¿.� � ��»l�3È-¿��G¾E¾E�
Bk+1 = {n + 1}

Î ä ��É � �EÅ6���3ÊË�(�-�Û�p���A�E�-�M~pÊË�
k + 1� � ��»��Ñ½)~p�6�A��ÄE�����-�Q�-�

[n + 1]
ÍÝ�-�o���A�

πi = B1| . . . |Bi−1|Bi+1| . . . |Bk|(n + 1)Bi

Í
i = 1, . . . , k

�
πk+1 = B1| . . . |Bk|(n+ 1)

Î-WDÅ�Å��E�6»(�M~pÊË�Ë¾�Æ-�ÞÉ � �EÅ6��~Ó¾E��Å6�A� � ÄE�����-�
¾E¿M~�ÅAÅ���¾E~Ñ½ �Y� �EÅ�Å��E���Ë����¿��o����~Û~p¿�¿M~Ó¿ � ¾E���-�E¿'ÊË�o�A�(�-� ¹ }XWx��¾E�(�-�ÁÌ)¾�~���~Ó�A�A~pÊË�Á�A�¼¿M~
Å��EÃ � �E�l�A�Þ���EÃ���¿M~¼�-�8Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-���

{
(1)
(k)Ã (k)k−1(k + 1).� � �EÅ6��~����EÃ���¿M~"�-�
Å � ¾E¾E�EÅAÅ������-�3�-��»(���EÈ-ÈÀ�3�EÅ�Å��E���3¿��o����~"¾E��ÊË�ÑÅ��EÃ � �pÎ�Ú(�W�o�A�\Ö

¾�Æ-�o����~���Ã��-�Ý½)~p�6�A��ÄE�����-�
¾E������¿'� � ÊË�E�����-�Q���E¿M~��A�Á»(�'È-¿��(¾E¾�Æ-�ÒÍS½-��ë � Îp� � ���-�-� � �)~
½)~p�6�A��ÄE���p�-�¤�o�A��¾�Æ-�o����~���~

(k)
½-���(� � ¾E�

k
� � ��»���½)~p�6�A��ÄE�����-��`À�-�.É � �EÅ6�A�pÍ

k − 1 Å����-�~p�-¾E�p��~��o�A��¾�Æ-�o����~��A�
(k)
Í)ÊË�E�l�A����¿ º ~p¿Á�A�A~¤á��o�A��¾�Æ-�o����~���~

(k + 1)
Î

åP��¾E�M~pÊË��¾ÇÆ-�
π, γ ∈ Π(n)

Å����-��Ð]ÑXÒ-¿��¬ý ¥ £CØ� ��f�d§	²�£�Å��ÑÅ����-��½-���(�-�p���A�Û�)~p¿�¿M~Å6�A�EÅ�ÅA~ ½)~p�6�A��ÄE�����-�Ë�-�
Π(n − 1) Ø�¾E���(ápÍ'Å��ÛÆ)~p�-�-� ¿��"Å6���oÅAÅ���½)~p�-���Û�-�E¿�¿ º ~p¿�È��E���"�-�Ã��E�-�o��~�ÄE�����-�
�-�E¿�¿M~iÅ � �-�-�o����~D���EÃ���¿M~i�-�(Å � ¾E¾E�EÅ�ÅA�����-��ÙÇÎ Ï ��Å � ¿Á��~iÉ � ���-�-�(�Ç»(���-�E�G�A�
¾ÇÆ-�

��Ã��-��¾E¿M~pÅ�Å��P�-�À�EÉ � �Á»p~p¿��E�-Ä�~¤¾o���Û¿ º �����-���-�f���-�-�p���A�Þá � �;À �- �².Á�� åDÜ/�ÒÍ(¾E���(á � �Û½À��Å��o�
¾E��� ÊË���-��Ê
������¾ � �i� � ���A�iÃ�¿����E¿��EÊË�E�G�A������ÊÓ~p�-�E�G�A��Å����-��ÊÓ~pÅ�Å���ÊÓ~p¿Á�×Î �S� �A��~�»(�M~¥Í
Ã��A~pÄE�Á�Û~p¿�¿M~3¾E��Å6�A� � ÄE�����-� ¹ }XW ½-���E¾E�o�-�E�G�A�pÍQ�p���A�E�-�M~pÊË� � �)~3èX½)~p�6�A��ÄE�����-�|\�~��6éÓ�-�
��Ã��-�

Π(n)
Ø×ã.��Ã � �A~|6¥Î � ÙÇÎçS~¤Å��EÃ � �E�l�A��½-����½À��Å���ÄE�����-�pÍ(¿M~¤¾ � �@�-��ÊË��Å6�A�A~pÄE�Á���-�fáD�-�����o����~¥Í(¾E���G�A���E�-��~p¿�¾ � �-�

½-����½-�����o��Â¼�-�8É � �EÅ6��~Ë½)~p�6�A��ÄE�����-�_\�~���Î
üÞõ$��*/�Àþ�ò�÷Gò��ÀóSù @ F×û Ù �D�¬�d²�£ ¦ ���f� Π(n) Ã]«Y ��L²�£ ­ £���§� �²9�u£C§ Bn−1

�- �² v Í «�£-,Æ«��¬� ¦ £C¿y
Bn

÷F�/.
n© ����~,�A|e�*���N��}10��*� � �
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H�Z���)��*��)
� 

�]´/��JI���%�XZ�+�Z\^,�!�32x���C��Z
Π(4)

�

¤  �ª��d§	²9� þ «	�d� 1 ≤ k ≤ n − 1 þ ¦ £ ¤ ��§¨� Sn−1,k

�- �²FóÆ¢�£ ¦  ���¢�£C§� ��¶£C²�è n + 1 − k þ £¦d¥ £Xª|£C§	£Cª|£ Ê  �§	§¨�+�� �§2�<� k − 1 Ú Ý�¸ ����¢�£C§¨�e£C§�¢<��²�²9� ¤d¥ �C�.¸ £C§ ¤ £��dª���¢�£Jý ¥ � ¤ ²�£°ª|£C¿§	£Cª|£³Ã+£ ¤ ��ª�����Õ?�B  Π(n − 1) Ú ë1� ¦  �� ¦ ���¶£� �ª��Á£]§ ¥ ª��d�L£x¢�£54 Ê £C²�§¨�dÔÄ¢�£ Π(n)¥ ²�£C�¶£ ­^­  �§�¢2�"ý ¥ � ¤ ²� Æ«Y ��L²�£ ­ £���§¨�6�- �²���²�²9�d§	£� �ª��È�¡ "§¨��²� "�L£ ¦ ��� ¤ £���§¨�x«	�d�±���¶£ Sn,k þ
Sn+1,k = Sn,k−1 + kSn,k Ú

$�w¬¹ ÄÅ5Í}�{4�d�-�d~Ìzu�¸zu~�zpº�}�~OM]M%�Nza7 � ºe5'9m9 �?zu�#�u�7�98�º;:
ß �)~f½)~p�6�A��ÄE���p�-�Q�-�

1, 2, . . . , n
áJ§¨��§ ¦ �¬� ¤^¤ £C§2�DÉ � ~p�-�-�-Íp�)~��A�GÉ � ~����A���P�E¿��EÊË�E�l�A�ÒÍ

1 ≤ a < b < c < d ≤ n
Í)��~p¿���¾ÇÆ-�

a, c
Å����-�Ë�-�E¿�¿��
Å6�A�EÅ�Å��ÓÈ-¿��(¾E¾E�
�

b, d
Å����-�Ë�-�E¿�¿��

Å6�A�EÅ�Å��¼È-¿��(¾E¾E�-Í(~p¿�¿����A~D�À� � �fÈ-¿��(¾E¾�Æ-��¾E�����-¾E���-���-�-Î'ç º ���-Å����EÊË�i�-�)� � ���A�P¿��i½)~p�6�A��ÄE�����-�
�-���-¾E����Å�Å����-Ã��-� � �

n
ÖX���-Å����EÊË�¼ÅA~p�A~p�-�-�"�-�E�-�p��~��A�
¾E���

NC(n)
Ø×ã.��Ã � �A~u6¥Î �lÙÇÎ ä �

� Ú<�8Å��S½���Å�Å����-�
�A���>»�~p���Þ~pÈ-ÈÀ���-�)~��G�A�S~p½-½-¿���¾E~pÄE�����-���-�8É � �EÅ6�A�Þ�-��ÄE�����-�ÒÎ

<<== >>?? @@A
A BB
CC DDEE FFGG H

HII
JJKK LLMM

1 2 3 4 5 6 7 8 9

H�Z���)��*��)
� `
�]´/��JI���%�XZ�+�Z\^,�!�-�G^,�G[��;^�"�"XZ����
2|654|8731|9 ∈ NC(9)

�
ç º �����-���-�Þ�-�9�A~�mË�)~pÊË�E�G�A�Ó½ �Y� �EÅ�Å��E��������Å6�A���o���A�Û~p¿�¿��Þ½)~p�6�A��ÄE�����-�8�-���-¾E����Å�Å����-Ã-�
ô
Sn,k

÷<�/.
n, k

�*~�����{E��{S���*������}�{�~Aú8�8� �e���*}!~��A|e�*��}I��}ON���} ��� } ~AúN��}I���.���8~��A{S�����.��} � �



�/�N� ;���cOb�c�!��#"48 � �N��jNiY�¬��i�j � :<;%jL>$��;�=?c$b�c|:<;f�N��j�;���iY��;�û � � 5pª

É � �E¿�¿Á�P¾�Æ-�W�p���A�E�-�M~pÊË�fá
~p�-¾E���A~ � �¼���o�A��¾E��¿��-Í>¾ÇÆ-�+»(���E�-�
Å���¿��Á��~pÊ
�E�G�A�Q�-�o���A�Ì�¬�d²�£ ¦ ���f�¢<�d�C�É -«Y ��L²�£ ­ £���§¨�X§¨��§ ¦ �¬� ¤^¤ £C§2�pÎ9ã)�A~P¿��
¾�~p�A~����A�E����Å6�A��¾�Æ-�
½-�����-¾E��½)~p¿��l�-�¥É � �EÅ6�A�-���o�A��¾E��¿������¾E�����-�M~�ÊË��¾�Æ-���-���bÅ����-� �-��Å6�A����È � �A�Á»(�D��¾ÇÆ-��¿�����½��E�A~pÄE�����-��Å � �����o�A��¾E��¿��DÅ����-�
�-�Á»��E��Å��¤�)~ËÉ � �E¿�¿����A�A~Ë�S���o�A��¾E��¿��8�-�E¿�¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�+Ø���¿8ÊÓ~pÅ�Å���ÊË���A�A~Ë� � �¤½)~p�6�A��ÄE�����-�
�-���-¾E����Å�Å����-Ã
�-����á��-�E¾E�EÅ�ÅA~p���M~pÊË�E�l�A���-���-¾E����Å�Å����-ÃGÙÇÎ
ç8�+½)~p�6�A��ÄE�����-�l�-���-¾E����Å�Å����-ÃDÅ����-�P�E� � ÊË�E�A~��A�+�)~p�(� � ÊË�E���(�-�¥}W~���~p¿M~p�-�-Í�É � ���-�-�ÒÍ

á¼½À��Å�Å���È-��¿��Þ�A����»p~p��� � �)~ÛÈ-�����EÄE�����-�¤¾E�����.¾�~pÊËÊË���-�S�-�ÝåJI(¾^K�Î±� � �E¿�¿M~Ó¾�Æ-�
�-�EÅ�¾E���\Ö
»(�M~pÊ
�"½ �Y� �EÅ�Å��E���Û�A����»p~���~ ~p�-¾�Æ-�Û���ï� åP��Í'Ú<�ÒÎ ã.��Å�Å��M~pÊË� � � ¾�~pÊËÊË���-���-�
åJI(¾LK
�E���o�A��¾�Æ-�o���A�M~pÊË�3�ÝÅ � ���Ý½)~pÅ�Å��Q¾E���EÅ�¾E�E�G�A�+�E� � ÊË�E�A~p�-�-��¿��'�)~3Å����-��Å6�A��~Ó»l�E��Å��"�-�EÅ6�A�A~
Ø����"ÊË�(�-�Ó¾�Æ-�¼��¿

k
ÖX�EÅ���Ê
�Ó½)~pÅ�Å��Ñ¾E���EÅ�¾E�E�l�A�
Å��M~Ë�o�A��¾ÇÆ-�o����~��A�

k
ÙÇÎ�Ú � ¾E¾E�EÅ�Å��Á»p~pÊË�E�l�A�

~pÅ�Å��EÃ��-�M~�ÊË�Û~p�"��Ã��-�S½)~pÅ�Å��Ó�-�E¾E���EÅ�¾E���l�A��¿M~
Å6�A�EÅ�ÅA~Ó�o�A��¾�Æ-�o����~Ë�-�E¿9½)~pÅ�Å��Û¾E���EÅ�¾E�E�l�A�
¾E��������Å�½����-�-�E�G�A�pÎ±WD�A~Ñ¾E���-Å����-�E���M~pÊË�Û¿M~Û½)~p�6�A��ÄE�����-�¼�'¾ � �'È-¿��(¾E¾�Æ-�'Å����-��¾E��Å6�A�Á� � �Á�A�
�)~p¿�¿Á�Þ�o�A��¾�Æ-�o���A�¼�-�9��Ã��-�9Å��EÉ � �E�-Ä�~Û�-�.½)~pÅ�Å��.�-��Å�¾E�E�-�-�E�l�A�ÒÎ�Ú(�S»��E�-�¼Ô×~p¾E��¿�Ê
�E�l�A�Þ¾ÇÆ-�
É � �EÅ6��~�½)~p�6�A��ÄE�����-��á"�-���-¾E����Å�Å����-Ã-Î ä �%ã.��Ã � �A~B6¥Î � á"��¿�¿ � Å6�A�A~��A� � �h�EÅ��EÊË½-�����-�
É � �EÅ6��~"È-���Á�EÄE�����-��`.¿��
�o�A��¾�Æ-�o���A�Ó����Ã��A~pÅ�Å��o���A�"Å � �Q½)~pÅ�Å��+�-��Å�¾E�E�-�-�E�l�A�+ÅA�p�-�"Ã�¿��Ý�E¿��ÇÖ
ÊË�E�l�A�'�-�E¿�¿M~Ñ¾E��������Å�½����-�-�E�G�A�
½)~p�6�A��ÄE�����-�¼�-���-¾E����Å�Å����-Ã-Í9¾E���-Å����-�E�A~p�-�-��¾�Æ-�Ë�'½)~pÅ�Å��
¾E���EÅ�¾E�E�l�A�SÅ����-�ËÅ��EÊË½-¿���¾E�EÊË�E�l�A���o�A��¾�Æ-�o����~��A�8���3�����-���-��¾o�A�oÅA¾o�E�G�A�pÎ

1

2 3

4

5

6

7

8

9 9

8

7

6

5

4

32

1

H�Z���)��*��)
� ³!�.Y<��&�&�Z��G^'��Z cQP�[�Rh�,"�";^p[AZ	���;^'�
2|654|8731|9 �

ä �-�-��¾�Æ-�M~pÊË�Ó¾E��� Dn

¿ º ���-Å����EÊË�Þ�-�E�.¾�~pÊËÊË���-�S�-�'åJI(¾^K �-�.¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
2n
Î Ï �\Ö

¾E�����-�M~�ÊË�¤¾�Æ-�DÅ � Dn

áP½À��Å�Å���È-��¿��f�-�oÌ)�-����� � �)~¤���E¿M~pÄE�����-�f� º �����-���-�i��~p¿��P¾�Æ-�
f ≤ gÅ��

f(i) ≤ g(i)
Í)½��E�i��Ã��-�

i ∈ N
Î+}
� � » � ��¿8�-������¾�Æ-�

f ≤ g
É � ~p�-�-�

f
èXÅ6��~�Å��p���A��é

g
ÎQç º ���-Å����EÊË� Dn

Í)�-�p��~��A���-�@��~p¿��D�����-���-�pÍ-����Å � ¿Á��~¼�EÅ�Å��E��� � �3���o�A��¾E��¿����-��Å6�A����È � �A�Á»��
¾�Æ-�Þá�Å6��~��A�ËÅ6� � �-�M~��A�
���3�-�o����~pÃ�¿��������B� ã'Ü © �S¾E������¿8�-��ÊË���-�/�¬�d²�£ ¦ ���f��¢�£�\³Ô ¦^÷ ^�¢�£����¢�£C§¨�e§�_�Î ÜÝ���E¾E��Å��M~pÊË��¾ÇÆ-�Ó�+���o�A��¾E��¿��Q�-�
åJI(¾^K�Å����-� Å6��~��A�+¾E���-Å����-�E�A~��A�+���®� }X·��ÒÍ
�-��»��iÃ�¿��¥~ � �A�����-½)~p��¿M~p�-�D�-�1£C§ ¦ � ¥�¤ £���§¨���<�^��ª��d²��L£ ¦  ��-�-¾�~pÊËÊË���-�×Î.çS~D�-��Å6�A�A~����-��~DáÉ � �E¿�¿�~��-�-�A�A~pÅ6Ô��E��������¿M~����E¿M~pÄE�����-�W� º �����-���-�i�-�E�)���o�A��¾E��¿��¥�-��åJI(¾^K
¿ � �-Ã���¿M~�È-�����EÄE�����-�
½-���E¾E�E�-�o�G�A�EÊË�E�l�A�¤�-�EÅ�¾E���Á����~¥Î ä ��É � �EÅ6�A�ÓÊË�(�-�
�-�oÌ)�-�M~pÊË� � �"� � ��»l�Ë�����-���-��Å � ¿�¿��
½)~p�6�A��ÄE���p�-�.�-���-¾E����Å�Å����-Ã-Î ä ���o�A��¾E��¿��9�-��Å6�A����È � �A�Á»(�.¾E��Å9�+�p���A�E� � �A�'ÅA~p�A~p�-�-�3¾�Æ-�M~pÊÓ~��A�
�¬�d²�£ ¦ ���¶£-¢�£ Û � ¥�Ê  �²�«	�d�Ì�f�J«Y ��L²�£ ­ £���§	£�§¨��§ ¦ �¬� ¤^¤ £C§2�pÎPçS~Ó�A~pÃ������-�Þ�-�.É � �EÅ6�A�3�-��ÊË�pÍ¾�Æ-�f½À�E�Q���A~�½ �Y� ����Å � ¿Á��~p���i~pÈ-È)~pÅ6��~p�-Ä�~���Å�¾ � �A~¥ÍG»��E���AÂ�Å�½-���EÃl~���~��-�E¿�¿M~�Ú(�EÄE�����-�_6¥Î � Î
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G ��Å6�A�����pÈ-���o���A�Á»l�"áÑÉ � �E¿�¿�� �-�+Ô������-����� � �)~ �-�EÅ�¾E����ÄE�����-�ÛÅ��(�-�-��Å6Ô×~p¾E�E�l�A�Ñ�-�
É � �EÅ6�A����o�A��¾E��¿Á�ÒÎ
G �E¿�¿M~D���EÅ6��~p�l�A�f½)~p�6�A�i�-�)É � �oÅ���~�Å��EÄE�����-�f½-����½����-�M~pÊË� � �)~�� � ��»p~�¾E��Å6�A� � ÄE�����-�½��E�
¿��i½)~p�6�A��ÄE�����-�)�-���-¾E����Å�Å����-ÃÞ�A�A~pÊË�Á�A����¿)�A�A~pÅ6Ô��E����ÊË�E�l�A�Þ�-� � �)~Þ�-�p��~Þ¾E��Å6�A� � ÄE�����-�

¹ }XW4�-�E��¾�~pÊËÊË���-���-�låJI(¾LKD�-�EÅ�¾E���Á����~����±� ÐWåDçSÜQÜ/�l¿ � �-Ã���¿M~W½-���E¾E�E�-�E�l�A�+È-�����EÄE�����-�pÎ
çS~Ñ¾E��Å6�A� � ÄE�����-�
��½À�E�A~Ñ¾E��ÊË�
Å��EÃ � �p� � ��¾�~pÊËÊË���-�Ñ�-�Ýå_I(¾^K

P
�-�Ý¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

2nÃ��E�-�o��~ � �
���-Å����EÊË�W�-�¥¾�~pÊËÊË���-�(�-�)åJI(¾^K¼�-�-¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
2n+2

���-Å��E���E�-�-� � �
½-��¾o¾E�
���Ó��Ã��-�À½ � �l�A�¼�-�E¿�¿ º � ¿Á�A�ÁÊË~�Å��EÉ � �E�-Ä�~¼�-�À½)~pÅ�Å����-��Å�¾E�E�-�-�E�G�A�ÒÎ+}
��ÊË�fÅ��p���A��½-���(�-�p���A�
�A����»��E���EÊË� � �)~�Å6��~��A��Å6�A��¾�~�Å � ¿�¿��Ñ½)~p�6�A��ÄE�����-�W�-���-¾o�A�pÅAÅ����-Ã�¿M~�¾ � ���-��Å6�A����È � ÄE�����-�Ñá
�)~���~��)~p�@� � ÊË�o�A�ÀèXÈ)~p¿�¿����6é�Î
ã.��Å�Å��M~pÊ
� � �)~�½)~p�6�A��ÄE�����-�

π = B1| . . . |Bk−1|Bk ∈ NC(n)
Í>¾E���

Bk = a1 . . . ar
Î

}
��Ê
���-¾E�M~p�-�-���)~
π
¾E��Å6�A� � �M~pÊË�

r + 1
� � �>»���½)~p�6�A��ÄE�����-�Ò�





π1 = B1| . . . |Bk|(n+ 1)
πi = B1| . . . |Bk−1|a1 . . . ar−i+1|(n+ 1)ar−i+2 . . . ar

½À�E�
i = 2, . . . , r

πr+1 = B1| . . . |Bk−1|(n+ 1)a1 . . . ar Ø�6¥Î � Ù

� � �EÅ6��~"¾E��Å6�A� � ÄE�����-�Û�-�E¿�¿M~�½)~p�6�A��ÄE���p�-�Ë�-���-¾E����Å�Å����-Ã�á
èX��Å���ÊË���6Ô×~>é
~p¿�¿M~3Å���½-�A~
¾E�Á��~���~�¾E��Å6�A� � ÄE�����-� ¹ }XWï½À�E�Ó�f¾�~pÊËÊË���-���-�PåJI(¾^K�Î çS~�½-����½À��Å���ÄE�����-�36¥Î © �A�A~>Ö
Å�¿M~�Å � ¿�¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�@�-���-¾E����Å�Å����-ÃÓ~p¿�¾ � �-�S����Å � ¿Á��~��A�@�o� � ÊË�E�A~��A�Á»(�8�p���A�E� � �A�SÃ��A~pÄE���Þ~
É � �EÅ6��~
¾E��Å6�A� � ÄE�����-�pÎ
üÞõ$��*/�Àþ�ò�÷Gò��ÀóSù @ F � Òµ��§	£-«Y ��L²�£ ­ £���§¨�Á¢�£ NC(n) ÃB��²�²9�d§ ¥ ²� t� ¤  �²�²� �ª��d§	²9� ¥ §� Ø����¶²� X«	�d�°ª�� ­^­ ��¢<�d�C�¡  ¤d¥ ¢�¢<�d²�²�  ¦ � ¤ ²�� ¥�­ £���§¨�_¢� ��C�f�D«Y ��L²�£ ­ £���§Y£%£C§ NC(n−1) Ú ��£-,§¨�d��¢<�d²�²� O���¶£�� þ ¤ � ¥ §� �«Y ��L²�£ ­ £���§¨��§¨��§ ¦ �¬� ¤^¤ £C§2�³ÃJ�d²�£ ¦^Ê �d²�²� �²�  ¦ ��§±�¡  ¦  ���¢�£C§� ��¶£C²�èÍ¢<�d�¯?�f� ¦^¦ � ¦^Ê � ¦ ��§	²�£��d§¨��£C� ¤d¥ �_ª|£C§	£Cª�� þ «�£-,|âh^ ¦ � ¤ £ ¦L¦^Ê Ã π = B1| . . . |Bs

Ã°�d²�£ ¦^Ê �d²�²� �²9�
(|Bs|+ 1)

_ þ  ��C�f���� ��¡  ¦ � ¤ ²�� ¥�­ £���§¨�9« ¥TS � ¤^¤ �d�¬�Ì¢<� ¤O¦ �L£C²�²� u¢� ��C�¡  ¤ ��� ¥ �d§	²9�x�¬���<���¡ Æ¢�£¤d¥	¦^¦ � ¤^¤ £���§¨�NÓ

Ω :

{
(1)
(k)Ã (2)(3)(4) · · · (k)(k + 1) .

\³£ ¦ ��§ ¤ ��� ¥ �d§ ­   þ  �¯O¯?£� �ª�� ¦^Ê �e£C�D§ ¥ ª��d�^�3¢�£�«Y ��L²�£ ­ £���§	£-§¨��§ ¦ �¬� ¤¬¤ £C§2�È¢�£ [n] ²� �¿�¶£ ¦^Ê �Æ£C�-¯?�f� ¦^¦ � ¦ ��§	²9�d§¨�d§	²9� n  �¯O¯?£�  ¦  ��¬¢�£C§� ��¶£C²�è k − 1 Ã ¥ � ¥  ��f�p ���§ ¥ ª��d�¬�"¢�£¦  �ª|ª|£C§	£1¢�£ \³Ô ¦^÷ ¢�£1� ¥ §2� Ê � ­^­   2n £C§ ¦d¥ £1�.¸ ¥ �¶²�£Cªe �¢�£ ¤O¦ � ¤   Ê   k−1 «Y  ¤^¤ £1¢�£ ¤O¦ �d§	¿¢<�d§	²�£ þ ¦^Ê �xÃ]£C��§ ¥ ª��d�¬�|¯^ ��C�f��² k+1
n

(
2n−k−2
n−k−1

) ^�Ø��¬¢�£�î Û \]Ý]�D�/ï/«	�d�_�¡  ¦ ��ªe¯?£C§� �²9���L£� �d§ ¥ ª��d�� �²�£CØ� Æ¢<�d�C�¡ e�¬���<���¡  Ω_ Ú
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Ò ¤^¤ �d�LØ�  ­ £���§¨� Ú ÜÝ���E¾E��Å��M~pÊË�Û¾ÇÆ-�
¿M~Û½-���E¾E�E�-�E�l�A�Ë¾E��Å6�A� � ÄE�����-�
�-�E¿�¿��¼½)~p�6�A��ÄE�����-��-���-¾E����Å�Å����-Ã�áDÅ���ÊË��¿Á�D~p� � �)~¼�)~���~¼�-�E¿�¿M~¤Å��E¾E���-�)~�Å��EÄE�����-���-�D� â � �ÒÍ-�-��»���¿ º ~ � �A�������¿�¿ � Å6�A�A~W¿��ÝÈ)~pÅ��l�-� � �ÞÊË�o�A�(�-�i�-�l�E� � ÊË�E�A~pÄE�����-�'�A�A~pÊË�Á�A�'¿��'��~�»���¿��ÝÈ)~p¿�¿��p��Î9Ú¥~p���EÈ-È��
���l�A�E���EÅ�ÅA~p�l�A�ÞÊË�o���A�E�������3���E¿M~pÄE�����-�DÉ � �EÅ6�A�Û~p½-½-���(¾E¾E���
¾E���3¿M~�ÊË�o�A�G�-��¿���Ã���~ ¹ }XW¼Î

$�w*Q y 3B}��-{4�?º�~'3?~ �u�7Uð}D�5VL5Í{W&"�-} 3�5X& 5Í}�{4�d�-�d~Ìzu� zp~�zin
º�}�~OM]M%�?za7

å º ���A~4���b~�»p~p�l�A��~pÅ�Å � ÊË�M~pÊË��¾ÇÆ-��¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�P�-���-¾E����Å�Å����-Ã�Å��M~p�-���-�p��~��A�
�-�E¿�¿ º �����-���-�D�-�SÐ
� � Æ)~��f�-�oÌ)�-�Á�A�
Å���½-�A~¥Î
åD~��A�D� � ��½)~p�6�A��ÄE�����-�À�-���-¾E����Å�Å����-Ã

π, γ
¾E�E��¾ÇÆ-�M~pÊË�¼�-�E¿�¿��P¾E���-�-��ÄE�����-�À½À�E������¾E�>Ö

�-��Å�¾E�E����ÅA�
π ≺ γ

Î
Ú(�
π ≺ γ

�-��¾E�M~pÊË��~p�-¾�Æ-��¾ÇÆ-�
γ
èX����¾E��½-���Çé

π
Î

ü ù<��õ>ù(ø�ö @ F×û ^^Ñµ ��� �²�²9�d�d£ ­¬­   ­ £���§¨��¢<�d�C�¡  ¦ �^«	�d�L² ¥ �� �_a\� �²9��¢ ¥ �Í«Y ��L²�£ ­ £���§	£-§¨��§	¿
¦ �¬� ¤^¤ £C§2� π, γ ∈ NC(n) þ π ≺ γ ¤ �u� ¤ ���f� ¤ � γ Ãu��²�²9�d§ ¥ ²� "¢�  π ª ¥ ��Ø��d§�¢<�+£C�ª|£C§	£Cª��_¢�£ ¥ §�¯?�f� ¦^¦ � B ¢�£

π
§¨�d�2¯?�f� ¦^¦ � B̃ ¦ ��§Y²��d§��d§	²9���.¸ �d�f�dª��d§	²9� β = maxB+1 þ«��¬�d§�¢�£� �ª��

â Ú β ¢<�d§	²��¬� B̃ þ ¤ � β = max B̃ þ �
ã Ú³¥ §Á§ ¥ ��Ø��Æ¯?�f� ¦^¦ � B = {β} þ ¤ � β 6= max B̃ Ú

\³£Cª Ú Ú � ½-½À���-�M~pÊË��¾�Æ-� Pπ, Pγ Å��M~p�-�"�Q¾�~pÊËÊË���-�Ý�-�+åJI(¾^K ~pÅ�Å��G¾E�M~��A�+~ π, γ Í.���\ÖÅ�½��o���A�Á»p~pÊË�E�l�A�pÎ ä ¿QÔ×~����A��¾ÇÆ-�
Pπ ≺ Pγ

��� Dn

» � ��¿+�-�����Ë¾ÇÆ-�
Pγ
áÓ�p���A�E� � �A�"�)~

Pπ
Å���Å6�A�Á� � �E�-�-� � �)~�»�~p¿�¿��3¾E�p� � � ½-��¾E¾E�-Î G �E¿i¾E���l�A�EÅ6�A���-�E¿�¿��3½)~p�6�A��ÄE�����-�W�-���(Ö

¾E����Å�Å����-Ã
É � �EÅ6�A�Ë�EÉ � �Á»p~p¿���~�Ê � ��»��E������¿�ÊË���-��Ê
�
a
�-� � �3È-¿��(¾E¾E�-Í-½À����¾�ÆY´���¿@½)~pÅ�Å��

�-��Å�¾E�E�-�-�o�G�A�¤�-� � �)~
»p~p¿�¿���á¤¿ º � ¿Á�A�ÁÊ
�
½)~pÅ�Å��Ó�-� � �)~
�-��Å�¾E�EÅA~¥Îfç º �E¿��oÊË�E�G�A�
a
»(���E�-�

Å�½���Å6��~��A�"�-�E¿+È-¿��G¾E¾E�"¾�Æ-�Ó¾E���l�A���E�-�Ë¿ º �E¿��EÊË�E�l�A��¾E��������Å�½����-�-�E�G�A�Ó~p¿Q½)~pÅ�Å��"�-��Å�¾E�E�(Ö
�-�E�l�A�Ó~pÈ-È-���)~��A��¾E�����Á¿Ý½)~pÅ�Å��"¾E���EÅ�¾E�E�G�A�Ó�-�E¿�¿M~Û»p~p¿�¿��pÎÛÚ(�EÃ � �Ó�-�����o����~pÊË�o�G�A�
�)~�¿�¿M~
È-�����oÄE�����-�Ë¾�Æ-�Ë��~p¿��Ë½)~pÅ�Å�� �-��Å�¾E�E�-�-�E�G�A�ÛÆ)~��o�A��¾ÇÆ-�o����~ � Ã � ~p¿��Ó~

β = maxB + 1
Í

�-��»��
B
á���¿�È-¿��G¾E¾E��¾E���G�A�E�-�E�l�A�

a
���
π
Î+çS~¼Å��EÃ � �E�l�A��Ì)Ã � �A~���¿�¿ � Å6�A�A~¤É � �EÅ6�A�@Ô×~����A�ÒÎ

a a βββββ a a
βββββ
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¹ � ���A~"¾E��ÅA~"Å � ¾E¾E�E�-�3¾E��� ¿ º �E¿��EÊË�E�l�A�
β
æ ä ¾�~pÅ��
½À��Å�Å���È-��¿��ÝÅ����-��� � �pÎ�Ú(�Ó��¿

½)~pÅ�Å���~pÅ�¾E�E�-�-�E�l�A���-�E¿�¿M~�»�~p¿�¿��Û���
Pπ
áÑÅ��EÃ � �Á�A���)~ � ��~p¿Á�A��� ½)~pÅ�Å���~pÅ�¾E�E�-�-�E�l�A�pÍ

~p¿�¿Á���A~
β
�-��� á¼��¿SÊÓ~pÅ�Å���ÊË�Ë�-�E¿.Å � �ÛÈ-¿��(¾E¾E�Û���

π
Í��E��áÞÔ×~p¾E��¿���»��E���ÁÌ)¾�~p���¼¾�Æ-�¼���

γ�-�Á»��E�l��~ � �3È-¿��G¾E¾E�¼Ô×~����A�¼�)~ � �3Å���¿��¼�E¿��EÊË�E�l�A�-Í¥�)~p¿�ÊË��ÊË�E�G�A�¤¾ÇÆ-�����
Pγ
�Á¿�½)~pÅ�Å��

¾E��������Å�½����-�-�E�G�A� á ½-���E¾E�E� � �A�4� Å��EÃ � �Á�A���)~ � �%½)~pÅ�Å��4~pÅ�¾E�E�-�-�E�l�A� Ø »l�E�-�PÌ)Ã � �A~
Å��EÃ � �E�l�A��ÙÇÎ

a a βββββ

ββββ−−−−1111β−1

a a
βββββ

ββββ−−−−1111β−1

Ú(�f��¿)½)~pÅ�Å���~pÅ�¾E�E�-�-�E�l�A�D�-�E¿�¿M~�»p~p¿Á¿��iáPÅ��EÃ � �Á�A�Þ�)~ � �-�¤�-��Å�¾E�E�-�-�E�G�A�pÍ-~p¿�¿����A~
β
á

��¿)ÊÓ~pÅ�Å���ÊË�Þ�-�E¿ÀÅ � �¼È-¿��(¾E¾E�¤���
π
Í(�P����ÊÓ~p�-�f�-�E¿�¿��ÞÅ6�A�EÅ�Å���È-¿��G¾E¾E��~p�-¾�Æ-�P���

γ
Í¥¾E�pÊË�

��¿�¿ � Å6�A�A~��A�¼�-�E¿�¿M~¤Ì)Ã � �A~
Å��EÃ � �E�l�A�pÎ

a a βββββ

ββββ−−−−1111β−1

a a
βββββ

ββββ−−−−1111β−1

¤

ÿ�þEù(ø�*.ò�� @ F×û \� �²� #�¡ 3«Y ��L²�£ ­ £���§¨� 2|54|631 ∈ NC(6) þ ¦ £ ¤ ��§¨�¸� ¤  �²�²� �ª��d§	²9�¢ ¥ �±«Y ��L²�£ ­ £���§	£ ¦^Ê �+�¡ Ä�L£ ¦ �^«��¬��§¨� þ ¦^Ê � ¤ ��§¨� 3|54|621 ^�ã ¤ £ ¤ «	� ¤ ²� ó� � §¨��§ Ã£C�Dªe  ¤^¤ £Cª��+¢<�d� ¤d¥ �3¯?�f� ¦^¦ �E_3� 2|5|6431 ^Eá ¤ £ ¤ «	� ¤ ²� Á�ZYÈÃe£C�/ªe  ¤^¤ £Cª��+¢<�d� ¤d¥ �¯?�f� ¦^¦ �E_ Ú
¹�º ���l�A�E���EÅ�ÅA~p�l�A����Å�Å��E�6»�~p����¾ÇÆ-��¿���� � � èX��Å6�A� � ÄE�����-�\é � ÎI� © Î �-�E¿D�A�E�����EÊÓ~

6¥Î © Æ)~p�-�-� � �)~"Å6�A���o����~ ~p�)~�¿���Ã��M~Ñ¾E��� ¿M~3�-�oÌ)�-��ÄE�����-�Ë�-� � � ²/�C�f�d�3�)~���~����t� å�Ú2�ÒÎ
Ï ��¾E�p�A�-��~pÊË�Û¾�Æ-� � ��½ � �l�A�

i ∈ {2, 3, . . . , n} á��-�o���A�ÑÌ)¿�¿��E�D�-� π ∈ NC(n)
Å��
á

Å��G�-�-��Å6Ô×~�����~ � �)~
�-�E¿�¿��DÅ��EÃ � �E�G�A�8¾E���-�-��ÄE�����-�Ò�
� Î
i − 1 � i Å����-� �-�E¿�¿���Å��A�EÅ�Å���È-¿��(¾o¾E� � i áÓ¿ º �E¿��EÊË�E�l�A�"½-��ë�Ã��A~p�-�-�Ó�-�E¿
Å � �È-¿��(¾E¾E�Y`
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© Î
i
Ô�����ÊÓ~ � ��È-¿��(¾E¾E�3Ô×~����A�3Å���¿����)~ � ���E¿��EÊË�E�G�A�3�

i − 1 �-����áË¿ º �E¿��EÊË�E�G�A�½-��ë3Ã��A~p�-�-���-�E¿8Å � �ËÈ-¿��(¾E¾E�-Î
ä �-��¿Á�A���pÍ � ��Ì)¿�¿��E�Pá
½-���G�-�p���A�Ñ��Ã��-�.»���¿Á��~Û¾�Æ-� � �)~Û»p~�¿�¿��¼½-���E¾E�E� � ��~3�)~ � ��½)~pÅ�Å��
~pÅ�¾E�E�-�-�o�G�A��á ¾E~pÊ�È-�M~���~���� � �%½-��¾E¾E���-�E¿P¾�~pÊËÊË���-���-�DåJI(¾LKh~pÅ�Å��(¾E��~��A�-Îµ}
��Å9�
� � Ì)¿�¿��E�P��� � �)~Û½)~p�6�A��ÄE�����-�¤�-���-¾E����Å�Å����-ÃÑ¾E��������Å�½À���-�-�
~p� � ��½)~pÅ�Å��3�-�ÁÅA¾o�E�-�-�E�G�A�
½-���E¾E�E� � �A���)~ � �)~P¿ � �-Ãl~PÅA~p¿��Á��~f�-�E¿¥¾�~pÊËÊË�Á�-�P�-�-åJI(¾^K¼~pÅ�Å��(¾E�M~��A�
Ø��-��»l�W½��E�'¿ � �-Ãl~
ÅA~p¿��Á��~�Å��P���l�A�E�-�-� � �)~�Å��EÉ � �E�-Ä�~��-�P� � � � ½-��ëh½)~pÅ�Å��D~pÅ�¾E�E�-�-�E�l�A�D¾E���-Å��E¾ � �A�Á»(� ÙÇÎ
}
��Ê � �-É � �pÍD��¿�� � ÊË�E���4�-��½)~����A��Äo�����-�D�-���-¾E����Å�Å����-Ã��-� � �

n
ÖX���-Å����EÊË��~�»��E�l�A�

kÌ)¿�¿��o��¾E�����-¾E���-��¾E������¿�� � ÊË�E���
Tn,k

�-�8¾E~pÊËÊË���-���-�SåJI(¾^K3�-�@¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
2n
~�»��E�G�A�

k
¿ � �-Ã�Æ-��ÅA~p¿��Á�A�pÍ¥»�~p¿���~
�-�����±� Ú � �Ò�

Tn,k =
1

n+ 1

(
n+ 1

k

) n−2k∑

j=0

(
k + j − 1
k − 1

)(
n+ 1− k

n− 2k − j

)
.

ß � � ¿Á�A�E���������W����Å � ¿Á��~��A��¾�Æ-�P~pÈ-È-�M~pÊË���p���A�E� � �A�Þái¿M~D�-�oÌ)�-��ÄE�����-�i�-� � �Ë¾E���Á�A�E�����
½��E�+¾E���¥Ô������G��~p���i� � �f½)~p�6�A��ÄE�����-�-�-���-¾E����Å�Å����-Ã¼~pÅ�Å��EÃ��)~��A�pÎQåP�oÌ)�-�M~pÊË�eØ��d²�²9���¬�_ªe NÅ
�-� � �)~3½)~p�6�A��ÄE�����-���-���-¾E����Å�Å����-Ã

π ∈ NC(n)
��¿.»��o�����p�A�

max(π) = (µ1, . . . , µn)��~p¿��¼¾�Æ-�
µi
á
�Á¿'ÊÓ~pÅ�Å���ÊË�Û�-�E�Ý½-�A�ÁÊË�

i
�E¿��EÊË�E�l�A�'�-�

π
Îe� � ���-�-�ÒÍ@½À�E���EÅ��EÊË½-���-ÍSÅ��

π = 2|31|54 Í8~p¿�¿����A~ max(π) = (2, 3, 3, 5, 5)
Î ¹�º Ô×~�¾E��¿��Þ»��E���ÁÌ)¾�~p���¼¾�Æ-����¿S»��o���A�����

ÊÓ~$½Ë�-�o�A�E��ÊË���)~Þ���ÓÊË�(�-� � �-�Á»��(¾E�¼¿M~Þ½)~p�6�A��ÄE�Á���-�f�-���-¾E����Å�Å����-Ã�~pÅ�Å��(¾E�M~���~¥Îµ� � �EÅ6��~
��Å�Å��E�6»�~pÄE�����-�ÞÅA~p�AÂ�ÊË��¿Á�A�¼��ÊË½À���6��~p�l�A�D�-�E¿8Å��EÃ � �Á�A�-Î
ü ù<��õ>ù(ø�ö @ F � ^^Ñµ ��� �²�²9�d�d£ ­¬­   ­ £���§¨�+¢<�d�C�.¸ ����¢�£C§¨�3¢�£ Û � ¥�Ê  �²Ì¢�£ NC _"ë�£� �§¨� π, γ¢ ¥ ��«Y ��L²�£ ­ £���§	£�£C§ NC(n) Ú T_�C�f���� 

π ≤ γ ¤ �Ä� ¤ ���f� ¤ � max(π) ≤ max(γ)§¨�d�E�.¸ ���¬¢�£C§¨� ¦ �O����¢�£C§� �²� Í«	�d� ¦ �O���¬¢�£C§� �²�  þ ¦ £��OÃ ¤ � µi ≤ νi
«	�d���¬��§	£

i = 1, . . . , n Ú
\³£Cª Ú Ú(�M~p�-� ω1 = ω1(U,D)

�
ω2 = ω2(U,D)

� � �Þ¾�~pÊËÊË�Á�-���-�Så_I(¾^KÑ¾E��������Å�½À���(Ö
�-�E�l�A�9~

π
�
γ
Í�����Å�½��o���A�Á»p~pÊË�E�l�A�pÎ
âP¿�¿����A~¼áÞ¾ÇÆ-��~p���Ë¾�Æ-�

ω1 ≤ ω2

Å��¤�ÞÅ���¿��
Å��¤��Ã��-�
½-���oÌ)Å�Å����-�

ω1

¾E���l�A���E�-�3~p¿�ÊË�E�-�"��~p�l�A�
D
É � ~p�G�A�W��¿+½-���oÌ)Å�Å���¾E��������Å�½À���-�-�E�l�A�Ñ�-�

ω2

ÎB� � �EÅ6�A��½ �Y� �EÅ�Å��E���Ñ�A�A~p�-�p���A� Å � ¿�¿��Ë½)~p�6�A��ÄE�����-� � �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-�"��¿Q»��o���A�����ÑÊÓ~$½�Î
ä ���oÕ��o���A�ÒÍ�Å��

max(π) = (µ1, . . . , µn)
�
max(γ) = (ν1, . . . , νn)

Í�¾E���-Å����-�E���M~pÊË�Ó�
� � ��»��o���A�����

(µ1, . . . , µn)
�
(ν1, . . . , νn)

Í)�-��»l�
µi = µi + i

�
νi = νi + i

ÎQâP¿�¿����A~¥Í
�-���ÛáD�-�¡mË¾E��¿��f��Å�Å��E�6»�~p����¾�Æ-�

µi
�
νi
¾E�(�-�ÁÌ)¾�~p�-�¼¿M~Þ½À��Å���ÄE�����-�f�-�E¿�¿ º

i
ÖX�EÅ���ÊË�

D
�-�E¿

¾E��������Å�½����-�-�E�G�A�D¾�~pÊËÊË���-�Þ�-�@åJI(¾LK�Î+åD~p¿�¿��P��½À�p�A�EÅ��ÒÍ¥~pÈ-È-�M~pÊË�Þ¾ÇÆ-�D¿ º
i
ÖX�oÅA�ÁÊË�

D
�-�

ω1

�(¾E¾E�������Þ½-����ÊÓ~��-�E¿�¿ º
i
ÖX�EÅ���ÊË�

D
�-�
ω2

Í��ÞÉ � ���-�-�
µi ≤ νi

Î�Ü9����¾ÇÆ-á�É � �EÅ6�A�Ó»p~p¿��
½��E�i��Ã��-�

i ≤ n
Í-¿M~¼�A�EÅ��8á��-��ÊË��Å6�A�A~���~¥Î

¤

ÿ�þEù(ø�*.ò�� @ F � ë	£� �§��
π = 2|43|51|6 þ γ = 43|52|61 ∈ NC(6) Ú ç��¬��ØO£� �ª��

Õd  ¦ £C�¶ª��d§	²9� ¦^Ê � max(π) = (2, 4, 4, 5, 5, 6)
�
max(γ) = (4, 4, 5, 5, 6, 6) Ú ÐW¸

£Cª|ª��¬¢�£� �²9�|Ø��¬¢<�d�¬� ¦^Ê � max(π) ≤ max(γ) þ ¢�  ¦d¥ £ π ≤ γ Ú
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Ò ¤^¤ �d�LØ�  ­ £���§¨� Ú Ú(� π ≺ γ
Í�~p¿�¿����A~

max(π)
�
max(γ)

�-�ÁÕ��E����Å�¾E���-�f�EÅA~�����~pÊË�E�l�A�
�-� � �)~
½À��Å���ÄE�����-�pÎ
â%É � �EÅ6�A�¤½ � �l�A��áiÈÀ�E�-�i��Å�Å��E�6»p~p���i¾ÇÆ-�i�-���o�A��¾E��¿��¥�-�E¿�¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�(�-���-¾E����Å�Å����-Ã

½���Å�Å����-�¼�EÅ�Å��E�����-�EÅ�¾E���Á���A�À���ÓÊË�G�-�¼~p¿Á�A�E���)~��A�Á»�� � �A��¿���ÄEÄ�~p�-�-�Þ¿���Õ ¥ § ­ £���§	£DÀ «Y �� ÷ £C§2��Á
¦ �¬� ¤O¦ �d§	²�£ Î Ï ��¾E�����-�M~�ÊË��¾�Æ-� � �)~�Ô � �-ÄE�����-�3½)~p��KG���-Ã�¾E���EÅ�¾E�E�G�A�"á � �)~�Å��EÉ � �E�-Ä�~
a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an

��~p¿��¼¾�Æ-�
ai ≤ i

Í@½À�E����Ã��-�
i ≤ n

Î ä ¿'½���Å��o���-�E¿�¿��¤Ô � �-ÄE�����-�\Ö
½)~p��KG���-ÃÞ¾E���EÅ�¾E�E�l�A���-�

[n]
¾E���Ó¿ º �����-���-�i¾E�G�����-���)~���~�½À�E�+¾E�(�����-���)~���~�áP¾�Æ-�M~p�A~pÊË�E�l�A�

� �Û���o�A��¾E��¿��¤�-��Å6�A����È � �A�Á»��-Î G ���ÛáD�-�¡mË¾E��¿��iÔ×~p���f»��E�-�E����¾ÇÆ-� � �Û���o�A��¾E��¿��¤áD��Å���ÊË�p��Ô��~p¿�� � ~p¿����-�E¿f���o�A��¾E��¿����-�fÐ
� � Æ)~��Ó�-�E¿�¿��3½)~p�6�A��ÄE�����-�W�-���-¾E����Å�Å����-Ã Å �
n
�E¿��EÊË�E�G�A�ÒÎ

ä �-��¿Á�A���pÍ)¿M~
¾E��������Å�½À���-�-�E�-Ä�~Ó¾�Æ-�¤�A~p½-½-���EÅ��E�l��~
(a1, a2 . . . , an−1, an)

�-�E¿�¿M~
Å��EÉ � �E�(Ö
Ä�~
(n + 1 − an, n + 1 − an−1, . . . , n + 1 − a2, n + 1 − a1

á � �)~3È-���EÄE�����-�
¾ÇÆ-�
���l»��E�6�A��¿ º �����-���-�D�A�A~�¿��DÔ � �-ÄE�����-�8½)~p��KG���-Ã
¾E���EÅ�¾E�E�l�A�9�-�

[n]
��¿ º ���-Å����EÊË�D�-�E�8»��o���A�����

ÊÓ~$½Ñ�-�E¿�¿��D½)~p�6�A��ÄE�����-���-���-¾E����Å�Å����-ÃË�-�
[n]
Î

¹�º �-�p�A�Æ� ã'Ü © ��¾�Æ-�P�À���o�A��¾E��¿��)�-��åJI(¾LKË½À��Å�Å����E�-���-� � �)~�Ô � �-ÄE�����-�P�A~p�-Ã��ÑØ�Å��EÊ�Ö½-¿���¾o�EÊË�E�G�A�'½��E��¾ÇÆ-áQÅ����-���A�Ç���Á¾E��¿��p�-��Å6�A����È � �A�Á»(�MÙ�¾�Æ-�QáÝ�)~���~W�EÅ�Å��E�-ÄE�M~p¿�ÊË�E�G�A�'�)~p¿�¿ º  ��¬�¬ 
¿���Ê
�\��~���~Þ�)~ � �3¾�~pÊËÊË���-�¤�-�8åJI(¾^KÛ��¿ º ~pÅ�Å����-�E¿�¿��

x
ÎQÜ9�E�i~p����~��-� � �3¾�~pÊËÊË���-�¤�-�

åJI(¾^K�Å��.���l�A�E�-�-�¤¿M~ËÅ���ÊËÊÓ~
�-�S� � ���A�¤¿��¼~p¿Á�A�EÄEÄE�¤�-�E�9½ � �l�A�.�-�9½)~p�6�A�E�-Ä�~Ó�-�E�9½)~pÅ�Å��
�-�E¿�¾�~pÊËÊË�Á�-�-Î�ÜÝ��ë4�-�E¿��-�o����~pÃ�¿����-ÍÝÅ��

A(P )
á3¿ º ~p����~��-� � ��¾�~pÊËÊË�Á�-��Å��iåJI(¾^K

P
�-�W¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

n
Í
~p¿�¿��p�A~"��¿
�A~p�-Ã����-�

P
�-�E¿�Å � �����o�A��¾E��¿�� �-��åJI(¾LK á3�)~��A���)~

r(P ) = A(P )−n
2

Î ä ¿+½-����Å�Å���ÊË�"��È-���o���A�Á»��"áË�A�A~p� � �����Ó��¿Q½)~p�A~pÊË�o�A���3è;~p����~"Å��p���A�"�
¾�~pÊ
ÊË���-�@�-�9åJI(¾^K�é¤��� � �"½)~p�A~pÊË�o�A���ËÅ � ¿�¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�@�-���-¾E����Å�Å����-Ã-Í�½À�E�f�-�oÌ)�-�����
� �3�A~p�-Ã��
Å � �S���o�A��¾E��¿����-�8Ð
� � Æ)~��f�-�E¿�¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�À�-���-¾E����Å�Å����-Ã-Î
ä ¿�½-����ÊË�W����Å � ¿Á��~��A�
á � �)~WÔ�����Ê � ¿M~+½À�E�8¿ º ~p����~W�-�E��¾�~pÊËÊË���-���-�låJI(¾^K����DÔ � �-ÄE���p�-�

�-�E�8¿�������½-��¾E¾�Æ-�8���-�E¿�¿���¿������¼»p~p¿�¿��×ÎÝÜ9����¾�Æ-á��-���"~pÈ-È-�M~pÊË�¼�A����»p~��A����~p¿��PÔ�����Ê � ¿M~¤���
¿��o���A�E�A~�� � �A~¥Í¥�-��½-����½À���-�M~pÊË��~p�-¾ÇÆ-� � �)~
�-��ÊË��Å6�A�A~pÄE�Á���-�pÎ
[Qù(ø ø�ö @ F×û ë�£� 

P ¥ § ¦  �ª|ª|£C§¨�+¢�£C\³Ô ¦^÷�Ú \Ì��²/§	£� �ª�� ¦ ��§ pi � vj �f�� ��¶²9� ­^­ �¢<�d�C�*¸
i
¿�� ¤ £Cª��x«�£ ¦^¦ �+�e¢<�d�C�¡  j ¿�� ¤ £Cªe uØ� ��C�f�±¢�£ P þ �L£ ¤ «	�d²�²�£CØ� �ª��d§	²9� Ú �°�d� ¦ ��§	Ø��d§	¿­ £���§¨� ¦ ��§ ¤ £�¢<�d�L£� �ª��p �§ ¦^Ê �±�.¸ ¥ �¶²�£Cª��Ì« ¥ §	²9�3¢<�d� ¦  �ª|ª|£C§¨� ¦ ��ª�� ¥ �¶²�£Cªe +Ø� ��C�f��¢�£ ��¶²9� ­^­   ­ �d�¬��Ó

A(P ) =
∑

i=1

(p2
i − v2

i ).
Ø�6¥Î © Ù

\³£Cª Ú ÜÝ���(¾E�E�-�M~pÊË�Ó½À�E�D���-� � ÄE�����-�ÞÅ � ¿.� � ÊË�E���Û�-�E�.½-��¾E¾�Æ-�ÒÎ�Ú(� � ��¾�~pÊËÊË�Á�-��-�+åJI(¾^K�Æ)~�Å���¿�� � ��½-��¾E¾E�-Í.~p¿�¿����A~ÛáË��¿ÝÊÓ~pÅ�Å���ÊË�3�-�E¿+Å � �"���o�A��¾E��¿��3�-�+åJI(¾^K��Ë¿M~
Ô�����Ê � ¿M~�Å��EÃ � �¼��ÊËÊË�E�-��~���~pÊ
�E�G�A�pÎ_WD�A~ËÅ � ½-½À���-��~pÊË�Ó¾�Æ-�

P
~pÈ-È-�M~

k + 1
½-��¾E¾ÇÆ-�ÒÎ

}
���-Å����-�o�A��~pÊË����¿�¾�~pÊËÊË���-�
P ′
�p���A�E� � �A� �)~

P
�A��Ã�¿��Á�E�-�-��¿ º � ¿Á�A��Ê
��½-��¾E¾o�-Í�¾E���(á

¾E���Á�-¾E���-�E�G�A�3¾E���
P
Ì)�-� ~p¿

k
ÖX�EÅ���ÊË��½-��¾E¾o����½À���WÌ)�-��Å�¾E�"¾E��� � �)~�Å��EÉ � �E�-Ä�~��-�

½)~pÅ�Å��8�-��Å�¾E�E�-�-�E�l�A�
Ø »l�o�-�9ã.��Ã � �A~|6¥Î « ÙÇÎ
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pk

pk+1

vk

P’

P

H�Z���)��*��)
� �
�.Y.^,&��-"XZ�^,�%�XZ$���!�
P ′

�I�
P
�

¹�º Ô×~p¾E��¿��P»��E�-�E���Þ¾�Æ-�

A(P ) = A(P ′) + p2
k+1 − v2

k,�)~�¾ � �ÒÍ-½À�E�i��½À�p�A�EÅ��@���-� � ���A�Á»p~¥�

A(P ) =
∑

i

(p2
i − v2

i )

¤

WD�A~�Å��M~pÊË�4½-�����l�A��½��E�3�A����»p~p��� � �)~4Ô�����Ê � ¿M~ ½À�E�3�EÅ�½-����ÊË�E������¿D�A~p�-Ã����-� � �)~
½)~p�6�A��ÄE���p�-���-�E¿8���o�A��¾E��¿����-�8Ð
� � Æ)~��f�-�E¿�¿��D½)~p�6���ÁÄE�����-���-���-¾E����Å�Å����-Ã-Î
ü ù<��õ>ù(ø�ö @ F �

NC(n)
Ã ¥ §®�¬�d²�£ ¦ ���f�Ä¢�£ ¤ ²��L£�¯ ¥ ²�£CØ�� þ ¢�£ ¦ ��§ ¤ ��� ¥ �d§ ­   Ê  ��� �§2�<� Ú��£-,x«��¬� ¦ £ ¤  �ª��d§	²9� þ ¤ � π = B1| . . . |Bk ∈ NC(n) þ  ��C�f���� |£C� ¤d¥ �Ì�� �§2�<�eÃ³¢� �²9�e¢� �Ó

rn(π) =
A(π)− n

2
,

Ø�6¥Î �lÙ
¢<��Ø��

A(π) =
k∑

i=1

(
|Bi|

(
2bi − 2

i−1∑

j=1

|Bj| − |Bi|
)) Ø�6¥Î � Ù

^�ý ¥ £ bi = maxBi

_ Ú
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\³£Cª Ú Ú(�M~ P � ��¾�~pÊËÊ
���-���-�8åJI(¾LKÑ� π = B1| . . . |Bk

¿M~¼½)~p�6�A��ÄE�����-�D�-���-¾E����Å�Å����-Ã
~p�O�EÅ�Å��h~pÅ�Å��(¾E��~���~¥ÎB}
Æ-�M~p�A~pÊË�E�l�A����¿D� � ÊË�E���4�-��½-��¾E¾�Æ-���-�

P
¾E�����-¾E���-��¾E���b��¿

� � ÊË�E���i�-�lÈ-¿Á�(¾E¾�Æ-�l�-�
π
Î'Ú(�

(x, pi)
áÝ¿ º
i
ÖX�EÅ���Ê
��½-��¾E¾E�i�-�

P
Í�~p¿�¿����A~

pi
áQ¿M~W�-�ÁÕ��E���E�-Ä�~

�A�A~"��¿+� � ÊË�E���
u
�-�
½)~pÅ�Å���~pÅ�¾E�E�-�-�E�l�A���E����¿+� � ÊË�E���

d
�-�
½)~pÅ�Å��W�-��Å�¾E�E�-�-�E�l�A�W�)~

(x, pi)
Î G �E¿Ý¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á�Ó�-�E¿�¿��¼½)~p�6�A��ÄE�����-�.�-���-¾E����Å�Å����-Ã-Í

u
á���¿.ÊÓ~pÅ�Å���ÊË�

bi
�-�E¿�¿ º

i
Ö

�EÅ���ÊË�
È-¿��(¾E¾o�Ë�-�
π
Í��

d
áÞÅ��EÊË½-¿���¾E�EÊË�E�l�A��¿M~�Å���ÊËÊÓ~��-�E¿�¿���¾�~p���-���)~p¿��Á��Â¼�-�E�S½-����ÊË�

i− 1 È-¿��G¾E¾ÇÆ-�@�-� π Î�� � ���-�-�8~pÈ-È-�M~pÊË�-�

pi = bi −
i−1∑

j=1

|Bj|.

ä �3ÊË�(�-�Ë~p�)~p¿���Ã��¥Í¥Å��
vi
á�¿ º ~p¿Á�A�EÄEÄ�~��-�E¿�¿M~

i
ÖX�EÅ���ÊÓ~¤»�~p¿�¿����-�

P
Í¥�A���>»(�M~pÊË�-�

vi = bi −
i∑

j=1

|Bj|.

Ú(��Å6�A�Á� � �E�-�-�
É � �EÅ6�A�ÞÉ � ~p�G�A�Á��Â¼�-�E¿�¿M~¼Ô��p�AÊ � ¿M~Ì6¥Î � Í-Å��8�p���A���E�-�����¥Ì)�-�p�

A(π) =
k∑

i=1



(
bi −

i−1∑

j=1

|Bj|
)2

−
(
bi −

i∑

j=1

|Bj|
)2



=
k∑

i=1

(
|Bi|

(
2bi − 2

i−1∑

j=1

|Bj| − |Bi|
))

.

¤
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ç º � ¿Á�A��ÊË~�Ô�����Ê � ¿M~Þ�)~���~¼½��E����¿À�A~p�-Ã��¼�-� � �)~¼½)~p�6�A��ÄE�����-�f�-���-¾E����Å�Å����-Ã��-�E¿@Å � �
���o�A��¾E��¿Á���-�iÐ
� � Æ)~��
�-����á3��~p�l�A��Å��EÊË½-¿���¾E�Ñ�)~�¾�~p½-�����Ñ¾E��ÊË�3¿M~"Ô � �-ÄE�����-�3�A~p�-Ã��
½��E�D�9¾�~pÊËÊË�Á�-�S�-�.åJI(¾^K�Î�Ü9�E�P�A����»p~p��� � � ÊË�(�-�ÓÊË��Ã�¿Á�Á������½À�E�P�EÅ�½-����ÊË�E���¤É � �EÅ6�A�
½)~p�A~pÊË�Ç�����-Í � �A��¿��ÁÄEÄE�M~pÊ
����¿)¾E���-¾E�o���A�¤�-��½��E��Ê � ��~pÄE���p�-�f~ÞÊË�����\»l���EÅ�¾E¿ � ÅA�ÑØ�Ã��E�-�E�A~>Ö
¿���ÄoÄ�~��A�GÙÇÎÞ}
� � ¾�Æ-���p���A�E�-�M~pÊË�Óá�~p�-¾E���A~ � � º ~p¿Á�A�A~Ó�-�EÅ�¾E����ÄE�����-�¼�-�.���o�A��¾E��¿��9�-�'Ð
� � Ö
Æ)~��W½��E�W¿��P½)~p�6�A��ÄE�����-���-���-¾o�A�pÅAÅ����-Ã¼¾�Æ-�PÔ������-��Å�¾E��~p¿�¾ � �-�D��ÊË½����6��~p�G�A�)���¥Ô�����ÊÓ~pÄE�Á���-�
Å � ¿�¿ º �����-�Á�-�D�-�SÐ
� � Æ)~��¼Ø Ô����6�A��Ù
�-�E�8Ã�� � ½-½-�8Å���ÊËÊË�o�A���Á¾E�ÒÎ
üÞõ$��*/�Àþ�ò�÷Gò��ÀóSù @ F � V°£Cª ¥ ��Ø��d§�¢<�u�f�Æ¯^ ��L�¬�±§¨�d�C�f�]«Y ��L²�£ ­ £���§	£-§¨��§ ¦ �¬� ¤^¤ £C§2� ¤ £°¢<�d¿²/§	£ ¤N¦ � ¥ §� p¯?£C£�� ­ £���§¨�³²���  NC(n) ���.¸ £C§ ¤ £��dª�� Sn(312) ¢<�d�C�f�X«	�d�Lª ¥ ²�  ­ £���§	£�¢�£ n¦^Ê �Ì�dØO£C²� �§¨�±£C�%ª���²�£CØ�� � â�ã þ «	�d�Ì�¬��§	£ n ∈ N Ú
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\³£Cª Ú Ü.�E�D½-����ÊÓ~Ë¾E��ÅA~Û��Å�Å��E�6»(�M~pÊË�Û¾�Æ-�pÍ@½À�E�D��Ã��-� n ∈ N
Í
Sn(312) = Sn(31

Ö
2)
Í

½��E��¾ÇÆ-áÓÅA~p½-½-�M~pÊË��¾�Æ-�ÛÉ � �EÅ6�A�
� � �Ó���-Å����EÊË�'Ì)�-�Á�A�ÝÅA�p�-� �E�l�A�A~pÊ�È-�Q�E� � ÊË�E�A~��A�Q�)~p�
� � ÊË�E���'�-�+}W~���~p¿M~p�-�Ñ�E����»G»(�M~pÊË�E�l�A�

Sn(312) ⊆ Sn(31
Ö
2)
ÎeWD�A~¥Í8Å�� � ��ÊË�p�A�Á»��

31
Ö
2
~p½-½)~p������� � �)~3½)~p�6�A��ÄE�����-�¤�-���-¾E����Å�Å����-Ã-Í9~p¿�¿����A~(Í@���-�-��¾�~p�-�-�Ñ¾E���

b < c < a�+�A���Ñ�E¿��EÊË�E�G�A�
¾E��������Å�½À���-�-�E�l�A��~p� � ����~p¿��ÛÊË�p�A�Á»��-Í
a
�
b
�-�o»����-��~p½-½)~p�6�A�E�-�E���

~p¿�¿Á�ËÅ6�A�EÅ�Å��ÑÈ-¿��(¾E¾E�-ÍÀ�E� ��¿SÊÓ~pÅ�Å���ÊË�
d
�-�E¿9È-¿��(¾E¾E�Ó¾�Æ-�¼¾E���l�A���E�-�

c
�-�o»��¼�EÅ�Å��E����½-��ë

Ã��A~p�-�-�"�-�
a
Ø��)~p¿iÊË��ÊË�E�l����¾�Æ-� ��¿iÊÓ~pÅ�Å���ÊË���-� � �hÈ-¿��(¾o¾E� ��� � �)~�½)~p�6�A��ÄE�����-�

�-���-¾E����Å�Å����-Ã"áË½-��ë�Ã��A~p�-�-�Ë�-�+��Ãp�-�+~p¿Á�A�����E¿��EÊË�E�l�A�"¾�Æ-�Ó¿���½-���E¾E�E�-��ÙÇÎÈ� � ���-�-�ÒÍS�
É � ~����A���
�E¿��EÊË�E�l�A�

a, b, c, d
�-��»(���EÈ-ÈÀ�E���Ó¾E��Å6�A�Á� � ����� � �����-¾E���(¾E���-Í¥¾E���l�A���Ë¿ º �Á½À�p�A�EÅ��ÒÎ

¤

Ò ¤^¤ �d�LØ�  ­ £���§¨� Ú G �E¿�¿M~
½)~p�6�A�¤���EÅ6��~p�G�A�¤�-�.É � �oÅ���~ÛÅ��EÄE�����-� � �A��¿��ÁÄEÄE�E���EÊË�ÓÊË��¿Á�A�¿M~iÈ-�����EÄE�Á���-�QÅ���½-�A~P�-�EÅ�¾E���Á����~¥Î ä �¼½)~p�6�A��¾E��¿M~p���Ý½)~pÅ�Å��E���EÊË�D¿���ÈÀ�E�A~pÊ
�E�l���Q�)~ � �)~f½)~p�;Ö
�A��ÄE���p�-�f�-���-¾E����Å�Å����-Ã�~p¿�¿M~�½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�P~¤ÊË�p�A�Á»��¤�EÅ�¾E¿ � Å��|� �>© ~p�Û�EÅ�ÅA~�~pÅ�Å��(¾E�M~���~Å��E�-Ä�~Ñ�-����¿��Ó�EÅ�½-¿���¾o�Á��~pÊË�E�l�A�pÎÞ}
��Ê � �-É � � � �A��¿��ÁÄEÄE�E���EÊË�ÛÅ��EÊË½-���¼¿��¤¿��o���A�E���¼Ã����E¾ÇÆ-�
Ø
π, γ, σ, . . .

Ùf½��E�D���-�-��¾�~p���¤Å��M~ � �)~Û½)~p�6�A��ÄE�����-�Þ�-���-¾E����Å�Å����-ÃÑÅ��M~Ó¿M~Ë½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�
¾�Æ-���o»(�Á��~p� �>© ~p���EÅ�ÅA~�~pÅ�Å��G¾E�M~���~¥Î ä �¥Ì)�-�pÍ8��Å�Å��E�6»(�M~pÊË�Ñ¾ÇÆ-����Ã��-�.ÊÓ~pÅ�Å���ÊË�Û�-� � �È-¿��G¾E¾E�D�-� � �)~P½)~p�6�A��ÄE�����-�+�-���-¾E����Å�Å����-Ã�¾E��������Å�½����-�-��~p¿(ÊÓ~pÅ�Å���ÊË�P�)~PÅ����-��Å6�A�A~i»��E��ÅA�
�-�EÅ6�A�A~ �-�E¿�¿M~�¾E��������Å�½����-�-�E�G�A�Û½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�pÍ.��~p¿��ÓÊË~pÅ�ÅA�ÁÊË�"á � ���E¿��EÊË�E�l�A� ½-��ë
Ã��A~p�-�-���-�8��Ã��-�8~p¿Á�A�����E¿��EÊË�E�l�A�Ë~p¿�¿M~¼Å � ~
Å����-��Å6�A�A~¥Î
åD~��-�p��~p���i¾�Æ-�i¿M~�¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�W�-�E¿�¿M~DÈ-�����EÄE�����-�
�A�A~�¾�~pÊËÊË���-�¥�-��åJI(¾^K��i½)~p�;Ö

�A��ÄE���p�-�À�-���-¾E����Å�Å����-Ã
¾E���ÑÉ � �E¿�¿M~Þ�A�A~¼¿��D½)~p�6�A��ÄE�����-�À�-���-¾E����Å�Å����-Ã���¿��P½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�
¾�Æ-���o»(�Á��~p�-�Ñ��¿9ÊË�p�A�Á»��u� �>© á��EÅA~�����~pÊË�E�l�A��¿M~ÓÈ-�����EÄE�Á���-�¤¾E���-Å����-�E�A~���~Û���ó� ÐeY]�'�E����Ä� ã��ÒÎ�}
��ÊË½)~p���¼~p�-¾ÇÆ-�¼���Ä� Y��A~��ÒÍ�¾E��ÊË�¤È-�����EÄE�����-���A�A~Ó¾�~pÊËÊË���-�8�-�'åJI(¾^K"�¼½��E�;Ö
Ê � ��~pÄE�����-�-¾�Æ-�f�o»(�Á��~p�-� � � © Î ß �)~ÞÅ��EÊË½-¿���¾E�W»(��Å � ~p¿���ÄEÄ�~pÄE�����-�W�-�)É � �EÅ6�Ç~ÞÈ-���EÄE�����-��áÔ������-�Á��~D���3� Ï Í ¹ ÜD�ÒÎ ß ���Á¿���ÄEÄ�~p�-�-��É � �EÅ6��~Þ�-�EÅ�¾E����ÄE�����-�pÍ¥~p¿�¾ � �-�i�-�E¿�¿��i½-����½-�����o��Â��-�E¿\Ö
¿ º �����-���-�i�-�ÀÐ
� � Æ)~��WÅ � ¿�¿Á�f½)~p�6�A��ÄE�����-�)�-���-¾E����Å�Å����-Ã-Í(¾E��ÊË�f��¿ � �E�����EÊÓ~�6¥Î © Í(½À��Å�Å����-�
�EÅ�Å��E���¤~p�-�EÃ � ~���~pÊË�E�l�A�����ÁÔ�����Ê � ¿�~��A��Î
ã-��~i¿��Q¾�~p�A~����A�E����Å6�A��¾ÇÆ-�Q�-�E¿�¿M~iÅ���½-�A~f¾E�Á��~���~iÈ-�����EÄE�����-�pÍ � �)~fÊË��¿Á�A�i���G�A�E���EÅ�ÅA~p�l�A�
á

��¿�¿ � Å6�A�A~���~P���p� ÐeY]�ÒÍG�-��»��iÃ�¿��-~ � �A�����-ÊË��Å6�A�A~p�-��¾�Æ-�i¿ º ~p����~D�-� � �Ë¾�~pÊËÊË���-�D�-�)åJI(¾LK
¾E��������Å�½����-�-��~p¿P� � ÊË�E�����-�D���l»��E��Å������-�D�-�E¿�¿Á� ½À�E��Ê � ��~pÄE�����-��~pÅ�Å��(¾E�M~���~¥Î²Ü9����¾�ÆY´
¿M~�Ô � �-ÄE�����-�Þ�A~p�-Ã��Ó�-�E¿�¿ º �����-���-���-�.Ð
� � Æ)~��PÅ � ¿�¿��Þ½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�8á¤½-���E¾E��ÅA~pÊË�E�G�A�Þ��¿
� � ÊË�E���¼�-�����l»l�E��Å������-�ÒÍGÅ��M~pÊË�¤½À���6��~��A��~¼¾E���-Ã��o��� � �A~p��� � �)~¼���E¿M~pÄE�Á���-�P¾�Æ-� � ÅA~¤�A�A~¤�
�-��Å6�A�����A�Ç���Á¾E��¿����-�E¿�¿Á�Ý½)~p�6�A��ÄE�����-�p�-���-¾E����Å�Å����-Ãf�E�Þ��Å��p�����p½À��Å��o�9���-�-�p���A���)~p¿�¿ º �����-�Á�-�'�-�
Ð
� � Æ)~��fÅ � ¿�¿���½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�@¾ÇÆ-�Þ�EÅ�¾E¿ � �-���-��� �>© Î ä ¿8½-����Å�Å���ÊË�
�A�E�p�A�oÊÓ~
�-��ÊË��Å6�A�A~¿M~¤»��E�����-��¾E�Á��Â¼�-�8É � �EÅ6��~
¾E���-Ã��o��� � �A~¥Î
ü ù<��õ>ù(ø�ö @ F  ë�£� 

(Sn(312);≤)
£C�?«	� ¤ �d²%��²�²9�d§ ¥ ²9�]¢� ���²���  ¤ Õ?�d�L£Cª��d§	²9�_¢<�d�C�¡  ¤ ²�� ¥ ²�¿² ¥ �� B¢2�d�µ�¬�d²�£ ¦ ���¡�"¢<�d�C�f�x«	�d�Lª ¥ ²�  ­ £���§	£°§¨��§ ¦ �¬� ¤^¤ £C§2�"¢�£ Û � ¥�Ê  �² NC(n) � ¥ §2�<�È�¡ ¯?£C£�� ­ £���§¨�-«��¬� ¦ �¬¢<�d§	²9� Ú[ð-¥ � ¤ ²��uÃX«��¬� ¦ £ ¤  �ªÆ�d§Y²��Í£C� ¤ ��²�²9�^«	� ¤ �d²�£C§�¢<��²�²9� ¤d¥ Sn(312)
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¢� ��C�.¸ ����¢�£C§¨�|¢�£ Û � ¥�Ê  �²4Õ?���L²9�e¢<�d�%��� ¥ «�«	� ¤ £Cª|ª��d²��L£ ¦ � Sn Ú ð-¥ £C§�¢�£ Sn(312) Ã ¥ §¤ ��²�²9���¬�d²�£ ¦ ���f��¢�£ ¤ ²��L£�¯ ¥ ²�£CØ��Æ¢�£ Sn ¢<��²� �²9�Æ¢<�d�C�.¸ ����¢�£C§¨�x¢�£ Û � ¥�Ê  �²�Õ?���L²9� Ú
\³£Cª Ú åP��È-È-�M~pÊË�ÓÊË��Å6�A��~��A�¤¾�Æ-����¿.�-�M~pÃ��A~pÊ
ÊÓ~Ë�-�DZP~pÅ�Å����-�E¿'���o�A��¾E��¿��Û�-�E¿Á¿��¼½��E�;ÖÊ � ��~pÄE�����-���-���-¾E����Å�Å����-ÃË�-�SÐ
� � Æ)~��fá���Å���Ê
���6Ô��
~
É � �o¿�¿��
�-�

Sn(312)
¾o����¿ º �����-���-�

�-�8Ð
� � Æ)~���Ô����6�A�����-�-�p���A�-ÎÝÜ.�E�WÔ×~p����É � �EÅ6�A�-Í�á�Å � mË¾E���E�G�A��½-����»p~p����¾ÇÆ-��Ã�¿������-Å����EÊË�
�-�W�E¿��EÊË�E�l�A�W¾�Æ-��¾o��½-�����-� � �)~�½)~p�6�A��ÄE�����-�Û�-���-¾E����Å�Å����-Ã��3¿M~ ½��E��Ê � ��~pÄE�����-�Û¾ÇÆ-�
�o»(�Á��~�� �>© ~p� �EÅ�Å��Ñ~pÅ�Å��(¾E�M~���~Ë¾E�����-¾E���-���-�-Í�¾E���-Å����-�E�A~p�-�-�Û¿M~ËÈ-���EÄE�����-�Þ¾�Æ-��~p� � �)~
½)~p�6�A��ÄE���p�-�
�-���-¾E����Å�Å����-Ã

B1|B2| . . . |Bk

Ø��-�>»��W�
Bi

Å����-��È-¿Á�(¾E¾�Æ-�¥�-�¥���G�A�E��� ÙS~pÅ�Å��(¾E�M~
¿M~¼½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�

B1B2 . . . Bk

Î
Ú(�M~p�-�

π, γ
� � �
½)~p�6�A��ÄE�����-�×Í@Å � ½-½À���-�M~pÊË�Ñ¾�Æ-�

π ≺ γ
�-�E¿Ý���o�A��¾E��¿��Ñ�-�E¿�¿��¼½À�E�;Ö

Ê � ��~pÄE�����-�Q�-���-¾E����Å�Å����-Ã �-�WÐ
� � Æ)~���Î"� � �EÅ6�A� » � ��¿
�-�����Ó¾�Æ-�
γ
áÓ�p���A�E� � ��~"�)~

π� �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-� � �)~Û�-�E¿�¿��Þ� � �¤���EÃ���¿��¤�-�E¿ � �E�����EÊÓ~Æ6¥Î � Î ä ����Ã��-�S¾�~pÅ��-Í�¿M~Ë½À�E��Ê � ��~>Ö
ÄE���p�-�

γ
ái�p���A�E� � ��~��)~p¿�¿M~D½��E��Ê � ��~pÄE�����-�

π
Å���Å6�A�Á� � �E�-�-����¿-ÊË���-��Ê
�

a
�-� � �ËÈ-¿��(¾E¾E�

B
¾E���

β = maxB + 1
Î
Ú � ¿�¿���½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�@É � �EÅ6�A�Ë» � ��¿8�-������¾�Æ-�Þ��¿@� � ÊË�E���Ë�-�

���l»��E��Å������-�Ý�-�
γ
áË½-��ë�Ã��A~p�-�-�Ë�-�ÝÉ � �E¿�¿����-�

π
Ø�½À�E��¾�ÆY´

a < β
ÙÇÎÛÜ.�o�Þ¾E���-¾E¿ � �-�E���

¾�Æ-�
π ≺ γ

���
Sn(312)

����ÊÓ~p�-��Å���¿��
�)~ËÊË��Å6�A�A~p����¾�Æ-�¤¿M~�Å � �-�-�Ç�A��~
�A�A~pÅ�½À��Å���ÄE�����-�
�-����Ã��E�-�E�A~3~p¿Á�A���¼���l»��E��Å������-�.�-Í8�EÉ � �Á»�~p¿��E�G�A�EÊË�E�l�A�pÍ8¾�Æ-��� � ���A�.Ã�¿��.�E¿��EÊË�E�l�A�9�A�A~

a�
β
���
π
Å����-�Û¾E��Ê � �-É � �¤½-��ë"½-��¾E¾E��¿��Þ�-�

a
�Ó½-��ë"Ã��A~p�-�-�S�-�

β
Î ä � �oÕ��o���A�ÒÍ

β − 1á¼��¿9ÊÓ~pÅ�Å���ÊË�Ó�-�
B
Í@¾E��Å9�
~p½-½)~p���¼½-����ÊÓ~

a
���
π
Î�� � ���-�-�ÒÍ�Å��¼¾ º á � ���o¿��EÊË�E�G�A�Û�-�

x
��~p¿���¾�Æ-�

a < x < β
�
x
á��A�A~

a
�
β
���
π
Í�~p¿�¿��p�A~¼�-��»(�A�oÊËÊË�Ó~�»��E��� � ��ÊË�p�A�Á»l�

� �>© Í8¾�Æ-�
���G»��E¾E�
á��EÅ�¾E¿ � Å��-Î
åP�'¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~"~pÈ-È-�M~pÊË�ÛÊË��Å6�A�A~��A�Ñ¾�Æ-�pÍSÅ��
π ≺ γ���

NC(n)
Í)~p¿�¿����A~¼~p�-¾�Æ-�

π ≺ γ
���
Sn(312)

Î
Ü9�E�¤¾E���-¾E¿ � �-�E���Ó¿M~3�-��ÊË��Å6�A�A~pÄE�����-�
ÊË�pÅ��A���E���EÊË��¾�Æ-�pÍ'Å��

π ≺ γ
���
Sn(312)

Í
~p¿�¿Á���A~P�-�E¾E�EÅ�ÅA~p���M~pÊË�E�l�A�

γ
á��p���A�E� � �A���)~

π
¾E��ÊË���-�E¿ � �E�����EÊÓ~³6¥Î � Î'åD~p¿�¿��W��½��p�A�EÅ��Å��EÃ � ��¾�Æ-�

γ
�-�ÁÕ��E����Å�¾E�P�)~

π
½À�E� � �)~¤�A�A~pÅ�½À��Å���ÄE�����-�P�-� � �)~¼¾E��½-½-�M~¤�-���E¿��EÊË�E�l�A�

a�
β
ÎÞÚ � ½-½����-�M~pÊË�Ó¾ÇÆ-�

a < β
�¼É � ���-�-�

a
¾E��ÊË½)~p���¤½-����ÊÓ~Ë�-�

β
���
π
Î�Ú(�

a
�-���

�E�A~ � �3ÊË���-��Ê
�¼�-�E¿�¿M~¼½)~p�6�A��ÄE�����-�P�-���-¾E����Å�Å����-ÃÓ~pÅ�Å��G¾E�M~���~�¾E���
π
Í)~p¿�¿����A~¤�-��»(���EÈ-ÈÀ�

�EÅ�Å��E��¾E� � � º �E¿��EÊË�E�l�A�
x < a

¾�Æ-�i~p½-½)~p�����-��½À�
a
Íl�WÉ � ���-�-�-���

γ
Ã�¿��(�E¿��EÊË�E�G�A�

β, x, aÊË��Å6�A���E���EÈ-È��E��� � �¤ÊË�p�A�Á»��_� �>© Î.åP�G¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~
a
�-�o»��
�EÅ�Å��E���W��¿GÊË�Á�-��Ê
�i�-�E¿(Å � �

È-¿��G¾E¾E�
B
�-�E¿�¿M~�½)~����A��Äo�����-���-���-¾E����Å�Å����-Ã

π
Î
åP�oÌ)�-�M~pÊË�

b = maxB
Î
åP�o»��¤�EÅ�Å��E���

β = b + 1
Î ä �¥Ô×~����A�ÒÍ�Å��Þ�-����Ô���Å�ÅA�Þ¾E��Å9�;ÍÀ~p¿�¿����A~

β − 1 �-���"�-��»(���EÈ-ÈÀ�¼~p½-½)~p���������A�A~
a
�
β
���
π
Ø�½À�o�A¾�ÆY´Þ~p¿Á�A����Ê
�E�l�A�

γ
¾E���G�A�E�����EÈ-È����A����½-½������G»��E��Å������-� ÙÇÎQ}
Æ-�M~p�A~pÊË�E�l�A�

β − 1 �-���4½ �Y� ¾E��ÊË½)~p�������Ó½-����ÊÓ~ �-� � � b ÍQ½À�E��¾�ÆY´���Ã��-�
�E¿��EÊË�E�l�A��½-����ÊÓ~"�-� b�-�o»��Þ�EÅ�Å��E���¤½-��ë�½-��¾E¾E��¿M~��-�
b
Î-� � ���-�-�

β − 1 Å6��~
�-�E¾E�EÅ�ÅA~p���M~pÊË�E�G�A�Þ~
�-�EÅ6�A��~
�-� β���
π
Î�ì"~
����É � �EÅ6�A�Ó¾�~pÅ��Ó¿M~�½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�

γ
¾E���l�A�E�����EÈ-ÈÀ� � ��ÊË�p�A�Á»l�±� �>© �-�EÃ�¿��

�E¿��oÊË�E�G�A�
β, a, β − 1 Í.É � �EÅ6��~ á � �)~"¾E���l�A�A~p�-�-��ÄE�����-�pÎ3� � ���-�-� β = b + 1

Í.�E����¿
�A�E�����EÊÓ~¼á����¥Ì)�-���-��ÊË��Å6�A�A~��A�-Î

¤

âbÉ � �EÅ6�A��½ � �l�A�¼áP��½-½À���6� � �-�¤ÊË�E�-ÄE�����)~p���f��¿)Å��EÃ � �E�G�A�pÍ¥�-�p�A�o»l��¿��pÍ(¾E������¿�¿M~������¥Î
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� ��õ$��
�
 ö-õ�ò�� @ F×û �°�d�]�¬��§	£
n ∈ N þ £C�Y�¬�d²�£ ¦ ���f��¢�£/\³Ô ¦^÷ Dn

Ã°£ ¤ ��ª�����Õ?�x ��Y�¬�d²�£ ¦ ���f�
Sn(312)

¦ ��§Á�.¸ ����¢�£C§¨�x¢�£ Û � ¥�Ê  �²�Õ?���L²9� Ú
G ��Å6�A����½-����Å�Å���ÊË����È-���o���A�Á»���á�É � �E¿�¿����-���A����»p~p��� � �)~��-�EÅ�¾E����ÄE���p�-��Å����l�A�o�A��¾�~

�-�E¿�¿Á�Ý��½À�o��~�ÄE�����-���-�lÊÓ~pÅ�Å���ÊË�W�QÊË���-�ÁÊË�W�-�E�����o�A��¾E��¿��p�-�GÐ
� � Æ)~��S�-�E¿�¿��'½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�
¾�Æ-���o»(�Á��~p�-�e� �>© ÎÚ(�M~

π = π1 · · · πn
Í
γ = γ1 · · · γn ∈ Sn(312)

ÎhåP�oÌ)�-�M~pÊË��¿M~�½À�E��Ê � ��~pÄE����Ö
�-�

π ∨ γ = σ1 · · · σn
½À���-�E�-�-�

σi
� Ã � ~p¿��"~p¿i½-�Áë Ã��A~p�-�-���E¿��EÊË�E�l�A��Ô��A~�É � �E¿�¿��

ÊË���-�p�A�i� � Ã � ~p¿Á�D~
max{π1, . . . , πi, γ1, . . . , γi}

�-���O~p�-¾E���A~�~p½-½)~p��Å��P�-�E¿�¿��"½À��Ö
Å���ÄE���p�-�W½-���E¾E�E�-�E�l�A�ÒÎ�âP�)~p¿���Ãl~pÊË�E�l�A�pÍQ¿M~ ½À�o�AÊ � ��~pÄE�����-�

π ∧ γ = τ1 · · · τn
áÑ�-�ÇÖ

Ì)�-�Á��~"½À���-�E�-�-�
τi
� Ã � ~p¿��Ñ~p¿W½-��ë�Ã��A~p�-�-�Ñ�E¿��EÊË�E�l�A� Ô��A~�É � �E¿�¿��
ÊË���-�����+� � Ã � ~p¿��

~
min{max{π1, . . . , πi},max{γ1, . . . , γi}}

�-���%~p�-¾E���A~ ~p½-½)~p��Å��f�-�E¿�¿���½À��Å���ÄE����Ö
�-�D½-���E¾E�E�-�E�l���×ÎBÜ9�E�3�EÅ��EÊË½-���-ÍP�)~���~

π = 32657481, γ = 24378651
~pÈ-È-�M~pÊË�

π ∨ γ = 34678521
�
π ∧ γ = 23467581

Î G �E¿�¿�~�½-����½���Å���ÄE�����-�3Å��EÃ � �E�l�A� ÊË��ÖÅ6�A���M~pÊË��¾�Æ-�D¿��f��½��E�A~pÄE�����-��Å���½-�A~¤�-�oÌ)�-�Á�A�f¾E�����-¾E���-���-�¤�EÅA~�����~pÊË�E�l�A�P¾o���ÛÉ � �E¿�¿��f�-�
ÊÓ~pÅ�Å���ÊË�¼���-�8ÊË���-�ÁÊË�¼���

Sn(312)
Î

üÞõ$��*/�Àþ�ò�÷Gò��ÀóSù @ F  �°�d���¬��§	£
π, γ ∈ Sn(312) þ �f�_«	�d�Lª ¥ ²9  ­ £���§	£ π ∨ γ � π ∧ γ¤ ��§¨�Ì�L£ ¤ «	�d²�²�£CØ� �ª��d§	²9�]£C�¨ªe  ¤^¤ £Cª��±�¬¢±£C��ª|£C§	£Cª��±¢�£ π � γ §¨�d���¬�d²�£ ¦ ���f�e¢�£ Û � ¥�Ê  �²

Sn(312)
Ú

\³£Cª Ú Ú(�M~p�-� max(π) � max(γ) �9»��o���A�����9ÊÓ~$½"�-�E¿�¿��Þ½)~p�6�A��ÄE�����-�S�-���-¾E����Å�Å����-Ã~pÅ�Å��G¾E�M~��A�
¾E���
π
�
γ
ÍS����Å�½À�o���A�Á»p~pÊË�E�l�A�pÎ ä ¿ÝÊÓ~pÅ�Å���ÊË�Ñ�-�E�Q� � �
¾�~pÊËÊË���-�.�-�QåJI(¾^K

~pÅ�Å��G¾E�M~��A�+~
π
�
γ
¾E��������Å�½À���-�-���-�"~p¿+¾�~�ÊËÊË���-�3�-�
åJI(¾^K�ÊÓ~pÅ�Å���ÊË���-�o�A�E��ÊË���)~>���

¾E�G�����-���)~���~¼½À�E�i¾E�(�����-���)~���~¼�-�
max(π)

�
max(γ)

Í)¾�Æ-�M~pÊÓ~��A�
max(π) ∨max(γ) Í¾�Æ-�
á
É � ���-�-�Ý��¿.»��o���A�����
ÊÓ~$½��-�E¿QÊÓ~pÅ�Å���ÊË�Û�-�

π
�
γ
���
Sn(312)

ÎÓ} º á � � º � �-��¾�~
½��E��Ê � ��~pÄE�Á���-�"¾ÇÆ-� �o»(�Á��~Ä� �>© ~pÅ�Å��(¾E�M~���~ ~

max(π) ∨ max(γ) Íi¾ÇÆ-� ½ �Y� �EÅ�Å��E����p���A�E� � ��~Û¾E��ÊË�¼Å��EÃ � �p�P¿ º
i
ÖX�EÅ���ÊË�Ë�E¿��EÊË�E�G�A�Û�-�E¿�¿M~Ó½��E��Ê � ��~pÄE���p�-�¼á¼��¿.½-��ë Ã��A~p�-�-�

�E¿��oÊË�E�G�A�¼�A�A~�É � �E¿�¿���ÊË���-�����À� � Ã � ~p¿��@~p¿�¿M~
i
ÖX�EÅ���ÊÓ~¤¾E��ÊË½À���-�E�l�A���-�E¿@»��o���A������ÊÓ~$½

�-���¼~p�-¾E���A~D~�½-½)~p��ÅA�P�-�E¿�¿M~i½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�pÎD� � �EÅ6�A�D¾E��������Å�½À���-�-�
�EÅA~�����~pÊË�E�l�A�W~p¿�¿M~
�-��Å6�A�A~¤�-�oÌ)�-��ÄE�����-�D�-�

π ∨ γ ÎQÜ9�E�WÉ � ~p�G�A������Ã � ~p���)~Þ��¿ÀÊË���-��Ê
�¤��¿À�A~pÃ������)~pÊ
�E�G�A�¤á¿���Å6�A�EÅ�Å��-Í�É �-� ���-�-�8¿M~¼�-��ÊË��Å6�A�A~pÄE�����-�Dá�¾E��ÊË½-¿��o��~¥Î
¤

$�w�� ` zL5X&Á~OM]M%�8Èp��3?� �NM1{4�°zLM%�d~Ìzu�
âP¿�¿M~�Ì)�-�D�-�E¿��-��Å6�����¼¿M~�»������-ÍG»��������EÊËÊË�¼Å��p���A��¿����-��~p���f¿M~¤½À��Å�Å���È-��¿��\��ÂÞ�-���EÅ6�A�E�(Ö

�-�E����~p¿�¿Á�Þ¾E¿M~pÅ�Å��.�-�9½)~p�6�A��ÄE�����-�SÅ��E�-Ä�~Û���EÅ6�A����ÄE�����-�S�.����Å � ¿Á��~��A�8�p���A�E� � �A�9�E����¿�¿ � Å6�A�A~��A�
����É � �EÅ6�A��¾�~p½-�Á�A��¿��-Î ÜÝ��ë4½-���E¾E��ÅA~pÊË�E�l�A�pÍ+½À�p�A���EÈ-ÈÀ�3�EÅ�Å��E�������G�A�E���EÅ�ÅA~p�l�A�Ñ�A���>»�~p���
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� �)~����E¿M~pÄE�����-�Ñ� º �����-���-�ÑÅ � ¿�¿ º ���-Å����EÊË�Û�-�E¿�¿��Ñ½)~����A��Äo�����-�W¾�Æ-�3¾E�����-¾E���)~�¾E����¿ º �����-�\Ö
�-�"�-�fÐ
� � Æ)~��ÛÉ � ~p�-�-� ¾E�fÅ��f���EÅ6�A�����-Ã��"~p¿�¿��3½)~p�6�A��ÄE�����-���-���-¾E����Å�Å����-Ã-Í�¾E��Å9��¾E��ÊË�
�-�o�A�E��ÊË���)~��A� � � º ��½-½À���6� � �)~3¾E¿M~pÅ�Å��
�-�Ý¾�~pÊËÊË�Á�-�'~pÅ�Å��(¾E�M~��A�Ý~p� � ����~p¿��������-���-���E�
~p�)~p¿Á��ÄEÄ�~p���Þ¿���¾E���-�-�EÅ�Å������-�.¾E���"¿��Þ½À�E��Ê � ��~pÄE�����-�S~ÓÊË�p�A�Á»��Ë�EÅ�¾E¿ � ÅA�¥Îfâ²½-����½���Å��Á�A�
�-�SÉ � �EÅ6�A�-Í���Å�Å��E�6»(�M~pÊË�Ë¾�Æ-�pÍ�Å��ÞÔ���Å�Å���ÊË�Ë����Ã��A~p�-�Ë�-�9�A~p½-½-���EÅ��E�l��~p���¼¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�
Å��E�-Ä�~Û���EÅ6�A����ÄE�����-�S���"ÊË�(�-�Û~p�)~p¿���Ã��Ó~ÓÉ � �E¿�¿��Þ�-���-¾E����Å�Å����-Ã�Ø�¾E���(ápÍÀÃ�¿��S�E¿��EÊË�E�l�A�9���
��Ã��-�+È-¿��(¾E¾E� Å����-����� �����-���-�Û�-�E¾E���EÅ�¾E�E�l�A��Í+�E���
È-¿��(¾E¾�Æ-�
Å����-���E¿��E�-¾�~��A�
��� ÊË�G�-�
��~p¿��f¾�Æ-���À¿������¤ÊÓ~pÅ�Å���ÊË��Å��M~p�-�¼���Û�����-���-�P¾E���EÅ�¾E�E�l�A��ÙoÍ)~p¿�¿����A~��EÅ���Å6�A�E���EÈ-ÈÀ� � � º ��»G»(�M~
È-�����oÄE�����-���A�A~
¿ º ���-Å����EÊË���-�E¿�¿���½)~p�6�A��ÄE�����-�@�¤¿Á�Þ½��E��Ê � ��~pÄE�����-�@¾ÇÆ-�Þ�o»(�Á��~p�-���>Ö �>© Ø�Å��~p�)~�����~p�-��Ã�¿���~p��Ã���ÊË�E�G�A�W�-�E¿�¿M~�ÜÝ����½���Å���ÄE�����-�36(Î �lÙÇÎOÚGÔ����6� � �)~���~pÊË�E�G�A�pÍ
¿ º �����-���-�
�-�E¿�¿�~�Å6�A� � ��� � �A~����-�-�p����~��)~p¿�¿ º �����-�Á�-�Ñ�-�iÐ
� � Æ)~��
Ô����6�A�3Å �

Sn(3
Ö
12)

���4Ã��E�-�E�A~p¿��
�-���3á � �����o�A��¾E��¿��-Î
ß �¤½-����ÊË�i½)~pÅ�Å��P���ÞÉ � �EÅ6��~P�-�����EÄE�����-�QÅA~p�AÂf¿ º ��Ã�Ã��o���A�i�-�E¿�¿ º � ¿Á�A�ÁÊË������Å � ¿Á��~��A�i¾ÇÆ-�

½-���EÅ��E�l�A�M~pÊË�-ÎË}
���-Å����-�E���M~pÊË�Ñ¿ º ���-Å����EÊË�
Ω
�-�E¿�¿���½)~p����¿����-�QåJI(¾LK�Í9¾E���(á�¿ º ���-Å����EÊË�

�-�Q� � ���A�Ó¿��Ë½)~p����¿��
ω
Å � � ��~p¿ÁÔ×~pÈÀ�o�A��¾E��� � � �ÛÅ���Ê¼ÈÀ��¿�� {U,D} ¾�Æ-�ÛÅ��(�-�-��Å6Ô×~�¿M~¾E���-�-�ÁÄE�����-�P�-�p��~¼�-��åJI(¾LK�Í-�>»G»��E���

ω
¾E���l�A���E�-�D¿��¤Å6�A�EÅ�Å��
� � ÊË�E�����-�

D
�P�-�

U
Í¥�E�

��Ã��-�8½-���oÌ)Å�Å��Ó�-�
ω
¾E���l�A���E�-�¤~p¿�ÊË�E�-�¼��~p�G�A�

U
É � ~p�l�A�

D
ÎW}
Æ-�M~pÊË�M~pÊ
�uªe �² ¦^Ê £C§2��-� � �)~Ó½)~p����¿M~
�-�.åJI(¾^K

ω = ω(U,D)
� ��~p¾E¾E��½-½-�M~pÊË�E�l�A�Ë�A�A~Ë¿��

U
�Þ¿��

D
�-�
ω
Î

Ï ~p½-½-���EÅ��E�l�A�M~pÊË���8ÊÓ~��A¾�Æ-���-Ã�¾E�����-�EÃ�¿��8~p��¾�Æ-�8¾E��ÊË�����ÑÌ)Ã � �A~¥�

U U U U U D D D U D D U U U D D D D

åP�oÌ)�-�M~pÊË� Û �d�C�%ªe �² ¦^Ê £C§2� � �"ÊÓ~��A¾�Æ-���-Ã
�-� ω ∈ Ω ¾�Æ-�¤Å��G�-�-��Å6Ô×~Ë¿���Å��EÃ � �E�l�A�� � ��¾E���-�-��ÄE�����-�Ò�
� Î�½À�E�
��Ã��-�À���-Å����EÊË�f�-�

D
¾E���-Å��E¾ � �A�Á»��pÍ-¿M~

D
½-��ëÛ~¤Å����-��Å6�A�A~ÞáD~p¾E¾E��½-½-�M~���~Þ¾E���

¿M~�½-����ÊÓ~
U
~p¿�¿M~¤Å � ~
Å����-��Å6�A�A~�`

© Î���Ã��-�P~p¿Á�A���
D
á ~p¾E¾E��½-½-�M~��A��¾E��� � �)~

U
~p¿�¿M~�Å � ~ Å����-�ÁÅ��A�A~¥Í
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�.�-�p� � ���A�Ý¿��

m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�

�-�
n
�
c
(m)
n = |C(m)
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∣∣∣∣∣
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Î

åP�oÌ)�-�����EÊË� � �)~
~pÅ�Å��(¾E�M~pÄE�����-�
` : C(m) → A∗m

¾E��ÊË��Å��EÃ � �
1
0ÎÎÎ
0

`7−→ a1, . . .

0ÎÎÎ
0
1

`7−→ am, +

1
0ÎÎÎ
0

`7−→ b1, . . . +

0ÎÎÎ
0
1

`7−→ bm

�Ó��½À�E�A~p�-�-� ¾E��ÊË�ËÅ��EÃ � �pÎ�ÜÝ����ÊÓ~3�-�+� � ���A�"Å�¾E���Á»(�M~pÊË� � �)~
m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�

M¾E��Ê
�3Å���ÊËÊÓ~"Ô�����ÊÓ~p¿Á��Ø�¾E���(áÛÃ�� � Å6��~p½-½À��Å���ÄE�����-��ÙÞ�-�E¿�¿��ÛÅ � �3¾E��¿����-�-�pÎ�Ú(¾E���Á»(��~pÊË�
½����i��Ã��-�i¾E��¿����-�)~�¾E��Ê
� � �)~�Ã�� � Å6��~p½-½À��Å���ÄE�����-�Ñ�-�i¾E��¿����-�-��Å��EÊ
½-¿���¾E���-��»l� � �)~
¾E��¿Á���-�)~�Å��EÊË½-¿���¾E�3á � �)~�¾E��¿����-�)~�����¾ � �i� � ���A��Ã�¿����E¿��EÊË�E�l�A�i�E¾E¾E�o���A� � �-��Å����-�
ÄE�E���-ÎÁWD���-���-�M~pÊ
��¿��Ó¾E��¿����-�-�ËÅ��EÊË½-¿���¾E�QÅ��E¾E���-�-��¿M~�½À��Å���ÄE�����-�Ë�-�E¿�¿ º �E¿��EÊË�E�l�A�"�-�\Ö
»��E��Å����)~ ÄE�E���-Î�â0É � �EÅ6�A��½ � �l�A��Å�¾E���Á»(�M~pÊË�"��Ã��-�
¾E��¿����-�)~ Å��EÊË½-¿���¾E�Ó¾E��ÊË� � �)~
Ã�� � Å6��~p½-½���Å���ÄE�����-�¼�-�Ý¾E��¿����-�-���E¿��EÊË�E�l��~p���ÒÍ@�-�>»�� � �)~3¾E��¿����-�)~Û�E¿��EÊË�E�l��~p���
á � �)~
¾E��¿Á���-�)~"����¾ � �Q� � ���A�+Ã�¿��Q�E¿��EÊË�E�l�A�+Å����-� ÄE�E���"�A�A~p�-�-� � �-� � Ã � ~p¿��Ó~

1
Î ä �-��¿Á�A���pÍ

Å��¤¿ º �E¿��EÊË�E�l�A�Ë�-�Á»��E��Å��Û�)~ËÄE�E���Û�-� � �)~Ë¾E��¿����-�)~ËÅ��EÊË½-¿���¾E��á
k
~p¿�¿��p�A~
ÅA~p�AÂËÅ�¾E���Á����~

¾E��Ê
�3¿M~�Ã�� � Å6��~p½-½���Å���ÄE�����-�Ñ�-�
k
¾E��¿����-�-�3�E¿��EÊË�E�l��~p���ÒÎ ä �¥Ì)�-��Å���Å6�A�Á� � �M~pÊË����Ã��-�

¾E��¿Á���-�)~��E¿��EÊË�E�l��~p����¾o������¿@¾E��������Å�½À���-�-�E�l�A��Å���Ê¼ÈÀ��¿��¼Å��E¾E���-�-�Ó¿M~¼¾E�(�-�ÁÌ)¾�~��)~���~¥Î
ß ���EÅ��EÊË½-���%Å�½-���EÃ�Æ-�E�AÂhÊË�EÃ�¿���� ¿M~ ¾E��������Å�½À�p�-�-�E�-Ä�~¥Î }
�p�-ÅA�Á�-�E���M~pÊË�h¿M~

3
Ö

¾E��Ê
½À��Å���ÄE�����-�D�-�
11

M =



2 0 1 2
0 1 0 1
1 0 1 2


 .

Ú(�EÃ � �o�-�-�Ó¿M~¼½-���(¾E�E� � �A~
�-�EÅ�¾E���Á����~Ë~pÈ-È-�M~pÊË�-�

M =
2
0
1
+
0
1
0
+
1
0
1
+
2
1
2
=
1 1 0
0 0 0
0 0 1

+
0
1
0
+
1 0
0 0
0 1

+
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1

��É � ���-�-�
`(M) = a1a1a3b2b1a3b1a1a2a3a3

Î
Ú(�M~ Lm = `(C(m))

��¿Q¿����-Ã � ~pÃ�Ã��Á�3Å � ¿Á¿ º ~p¿ÁÔ×~pÈ��o�A� Am

¾E��������Å�½À���-�-�E�l�A�Ñ~p¿�¿Á�
m
Ö

¾E��Ê
½À��Å���ÄE�����-�ÒÎ'ç8��½)~p����¿��D�-� Ln Å��(�-�-��Å6Ô×~p�-�
¿���Å��EÃ � �E�l���8¾E���-�-��ÄE�����-�Ò�
� Î���Ã��-�8½)~p����¿M~¼¾E��ÊË���-¾E�M~¤¾E��� � ��Å���Ê¼ÈÀ��¿�� ∈ {a1, . . . , am}

`
© Î���Ã��-�ÝÅ���Ê¼ÈÀ��¿��

ai
�
bi
½ �Y� �EÅ�Å��E���ËÅA�oÃ � �Á�A���)~ � ��É � ~p¿�Å��M~pÅ��

bj
ÊË�E�G�A����½ �Y�

�EÅ�Å��E���¤Å��EÃ � �Á�A�
�)~ � �)~
Å���Ê¼ÈÀ��¿��
aj
Å���¿��
É � ~p�-�-�

i ≤ j
Î
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� � �EÅ6�A�¼��ÊË½-¿��Á¾�~Þ¾�Æ-�D¿��P½)~p����¿��f��� Ln Æ)~p�-�-� � �)~ÞÔ×~����A������ÄEÄ�~pÄE�����-� � �-��¾�~¤�-�E¿�¿M~Ô�����ÊÓ~
xy
�-��»��p�

� Î
x
á � �)~
½)~p����¿M~¼�-���Ñ» � �p��~
�-�E¿�¿M~¤Ô�����ÊÓ~

ai11 . . . a
im
m

Í-¾E���
i1, . . . , im ≥ 0

`
© Î
y
á � �)~�½)~p����¿M~�Ø »l�p¿��E�-�-�f~p�-¾�Æ-�Ý» � �p��~lÙ

y = y1 . . . yk
Í>¾E���

yr = bja
qj
j . . . a

qm
m

Í
ôi�Á�AÆ

qj, . . . , qm ≥ 0
Î

Ú(�E¾E�p�-�-����~p¿��Û¾�~p�A~����A�E����ÄEÄ�~pÄE�����-� Lm á � ��¿����-Ã � ~pÃ�Ãp�Á�����EÃ���¿M~p���Û�-�oÌ)�-�Á�A���)~p¿�¿ º �ÇÖÅ�½-���EÅ�Å������-�����EÃ���¿M~p�����-����~pÊ�È-��Ã � ~¥�
ε+
(
a+

1 a
∗
2 . . . a

∗
m + a+

2 a
∗
3 . . . a

∗
m + . . .+ a+

m

)
( b1a

∗
1a
∗
2 . . . a

∗
m + b2a

∗
2 . . . a

∗
m + . . .+ bma

∗
m )

∗

�-��»��pÍ
ε
�-�E�-�p��~�¿M~�½)~p����¿M~¤» � �p��~¥Î

� � �EÅ6��~�¾E�(�-�\Ì)¾�~�¾E��½À�E��ÊË�o���A�Ý�-���p���A�E�-�E��� � ��Å���Å6�A�EÊÓ~ ¹ }XW4½À�E�8¿��
m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�×Î

ä �-��¿Á�A���pÍG½À����¾�ÆY´
ai
�
bi
½À��Å�Å����-�¼�EÅ�Å��E���DÅ��EÃ � �Á�A�f�)~p¿�¿��iÅ���Ê¼ÈÀ��¿��

ai
ÍÀÎEÎEÎEÍ

am
Í
b1
ÍÀÎ�ÎEÎEÍ

bm
Í-�o�A��¾�Æ-�o����~p�-�-�

ai
�
bi
¾E���

(2m− i+ 1)
Í)Å��EÃ � ����¿@Å���Å6�A�EÊÓ~ ¹ }XW





(∗)
(∗)Ã (m+ 1) · · · (2m)
(k)Ã (m+ 1)2 · · · (k)2(k + 1) · · · (2m) (m+ 1 ≤ k ≤ 2m).

r w*Q y�z|{4�-}m&u}��-{:5³�-�d~Ìzu�¸º�~O9 Èp�?zL5Í{4~³}��?�
v Ü��-Ü*Þ w�xzyIêxé���é�à�}(éWå�é�}(æ�xzy�éØå�é�}(æ�xzy#â æ�}Cêxæ���àDå�àzy�x<êxæ
ç8�

m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�����-�G½À��Å�Å����-���EÅ�Å��E���i���G�A�E��½-���o��~��A�W���¤�A�E��ÊË���-�(�-�¥Å�½À�E¾E����¿����-��~p���

� ·��(¾E��ÊË�
Å��EÃ � �pÎQÚ(�M~
C = {c1, . . . , cm}

� �¼���-Å����EÊË�+�-�(¾E��¿��������A�p��~p¿�ÊË�E�l�A�+�����-���)~��A�
�-�E¿¥ÊË�G�-�D�)~�� � �A~p¿��

c1 < · · · < cm
Î'åP��¾E�M~pÊË�f¾�Æ-�W¿ º ���-Å����EÊË�+¿����-��~p��Ê
�E�G�A�+�����-���)~��A�

[n] = {1, 2, . . . , n} á mÖX¾E��¿����A~��A�WÉ � ~p�-�-�i��Ã��-���E¿��EÊË�E�l�A��áQ¾E��¿Á���A~��A��¾E��� � ��¾E��¿���������
C
����Å�½À�o����~p�-�-�Ñ¿M~ÛÅ��EÃ � �E�l�A�Ë¾E�p�-�-��ÄE�����-�p�DÅ���� � �
�E¿��EÊË�E�l�A�

x
�
y
Í@¾E���

x ≤ y
Í

~p½-½)~p�6�A�E�-Ã��p�-�P~p¿�¿���Å6�A�EÅ�Å��DÈ-¿��(¾E¾E�i�E�¤Æ)~p�-�-�f¾E��¿������
ci
�
cj
Í�����Å�½À�o���A�Á»�~pÊË�E�G�A�pÍ�~p¿�¿����A~

i ≤ j
Î ä �-��¿Á�A��� � �)~

m
ÖX¾E��¿����A~pÄE�Á���-�
�-�

[n]
á � �������-���-�W¾�Æ-��½-���EÅ��E�6»�~�¿ º ~pÅ�Å��(¾o�M~pÄE�����-�

γ : [n] → C
ÎÛåP�oÌ)�-�M~pÊË� � �)~�½)~p�6�A��ÄE�����-��¿����-��~p���

m
ÖX¾E��¿����A~���~Û�-�

[n]
¾E��ÊË� � �)~

½)~p�6�A��ÄE���p�-��¿����-��~p���D���3¾ � �8��Ã��-�@È-¿��(¾E¾E�
á
m
ÖX¾E��¿����A~��A�-Î

ç8�
m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE���p�-�Ý�-�

n
�-�+¿ � �-Ã�Æ-�EÄoÄ�~

k
Å����-�"�EÉ � �Á»p~p¿��E�l�A�+~p¿�¿M~Ñ½)~p�6�A��ÄE�����-�

¿����-�E~p���
m
ÖX¾E��¿����A~���~��-�

[n]
¾E���

k
È-¿��(¾E¾�Æ-�ÒÎ ê ��¾E�o»��E��ÅA~¥Íl~p�¤��Ã��-�

m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�

M�-�
n
Í-�-�@¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~

k
Í-½À��Å�Å��M~pÊË��~pÅ�Å��(¾E�M~p��� � �)~�½)~p�6�A��ÄE�����-�P¿����-��~p���

m
ÖX¾E��¿����A~���~

π�-�
[n]
¾E��Ê
�iÅ��EÃ � �pÎÝâP¿�¿M~

i
ÖX�EÅ���ÊÓ~D¾E��¿����-�)~

(h1, . . . , hm)
�-�
M
Å���~pÅ�Å��(¾E�M~�¿ º

i
ÖX�EÅ���Ê
�

È-¿��G¾E¾E�¼�-�
π
�-�À�-��ÊË�E�-Å������-�

h1+ · · ·+ hm
~�»��E�l�A����¿�½-����ÊË�Þ�E¿��EÊË�E�G�A�

h1

¾E��¿����A~��A�
¾E���

c1, c2
Í9ÎEÎ�ÎEÍ�Ì)�-�Ñ~p¿�¿ º � ¿\�A�ÁÊ
�Ë�E¿��EÊË�E�l�A�

hm
¾E��¿����A~��A�Ë¾E���

cm
ÎPÜ9�E�P�EÅ��EÊË½-���-ÍÀ¿M~
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3
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�����-�

M =



2 0 1 2
0 1 0 1
1 0 1 2




¾E��������Å�½����-�-�Þ~p¿�¿M~¤½)~p�6�A��ÄE�����-�
3
ÖX¾E��¿����A~���~ 5 Î � �-�E¿�¿ º ���-Å����EÊË� {1, . . . , 11} �

H�Z���)��*����������§S��J�J����E"������*��+�Z\^,�!�'���A] ]	�[JI���%�XZ�+�Z\^,�!�Þ[�^,�3Z�`�[�^�]\^,�XZ��M[E���;[�°lZ$���%�;^�µ��;^,&(�-^W�
G�)I�,�
�*���;^��*��J�J����E"������*���G^�J����C�E"���&�JlZ\^��;^�"�";^�µ
rA�������-�e�l]�)W�XZ$"%Jx���%�XZ�r���&��������j�.�
�-��»����(�A����Å���Ê¼ÈÀ�p¿��(�A~p½-½-���EÅ��E�l��~p�-���A���W¾E��¿������@Ø�½À�E�Ý�EÅ��EÊË½-�Á��¿M~PÅ6�A�E¿�¿M~¥Íp��¿¥����Ê¼ÈÀ�

�E����¿�¾E�E��¾ÇÆ-���
Å����-�Ë����Å�½À�o���A�Á»�~pÊË�E�l�A����¿@����Å�Å��-Í)��¿@È-¿ � �o����¿�»��E���-��ÙÇÎ
Ú(�M~p�-�

Compm

¿��WÅ�½��E¾E���i¿����-��~p���(�-�E¿�¿��
m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�����-�×Íp¾E���GáW�-�E¿�¿��W½)~p�6�A��ÄE�����-�

¿����-�E~p���
m
ÖX¾E��¿����A~��A�pÎ åD~p��� � �)~ Å6�A� � ��� � �A~ �-�DÉ � �EÅ6�A��Å�½À�E¾E����Å � �-� � �O���-Å����oÊË�

¿����-�E~p��ÊË�E�l�A�¤�����-���)~��A�
L
�EÉ � �Á»p~p¿��¼~p��~pÅ�Å��EÃ��)~p��� � �)~Ó½)~p�6�A��ÄE�����-�¤¿����-��~p���

π
Å �
L�Û½���� � �)~

m
ÖX¾E��¿����A~pÄE�����-�pÍ.¾E���(á � �������-���-�Û¾�Æ-�Ñ½-���EÅ��E�6»(�W¿M~ ~pÅ�Å��(¾E�M~pÄE�����-�ÓÅ �

C
Í

Å � ��Ã��-�8È-¿��G¾E¾E�Ë�-�
π
Î
âP¿�¿����A~¥Í¥Å��

G
���-�-��¾�~�¿���Å�½��E¾E���¤¿��Á�-��~p��� � �-�ÁÔ�����ÊË�@�

Map
(m)
6=∅���-�-��¾E~Ñ¿��
Å�½��E¾E���Ë¿����-��~p���'�-�E¿�¿ º �����-�Á�-��¾�Æ-�Ë½-���EÅ��E�6»p~�¿��Ë~pÅ�Å��G¾E�M~pÄE�����-�Ý�)~ � �������-���-�

¿����-�E~p�����-���Ñ» � �p�A�Ó~p¿�¿ º �Á�-Å����EÊË�P�-�E�S¾E��¿��p�A�
C
Í�~�È-È-�M~pÊË��¾�Æ-�

Compm = G ◦Map
(m)
6=∅ .

ß �%�����-���-�"¾ÇÆ-� ½-���EÅ��E�6»p~�¿M~ ~pÅ�Å��(¾E�M~pÄE�����-�
f : [k] → [m]

�EÉ � �Á»p~p¿�� ~p� � �
Ê � ¿Á�A�ÁÅ��o�i�-�@�����-���-�

k
Å � ¿�¿ º ���-Å����EÊ
�

[m]
Î�� � ���-�-�@Å��EÃ � �Þ¾�Æ-�

Card(Map
(m)
6=∅ ;x) =

∑

k≥1

((m
k

))
xk =

1

(1− x)m
− 1

�"�-�f¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~
Card(Compm;x) = Card(G;x) ◦ Card(Map

(m)
6=∅ ;x) =

c(m)(x)
Î

ß �A��¿��ÁÄEÄ�~p�-�-�¼É � �EÅ6��~
���G�A�E��½-���o��~pÄE�����-�D½À��Å�Å��M~pÊ
���p���A�E�-�E���Þ~p¿�¾ � �-� � �A��¿��À���-�E�l�A�\Ö
��Â¥ÎÞÚ(�M~

π ∈ Compm[L]
Í@�-��»l�

L = {x1, . . . , xi+1, . . . , xi+j+1}
Æ)~Û�-��ÊË�E�-Å������-�

i+j+1
Î'ç º �E¿��EÊË�E�l�A�

xi+1

~p½-½)~p�6�A���E�-�
~p� � �¤È-¿��(¾E¾E�P�-�o¿�¿M~�Ô�����ÊÓ~ {xi−h+1, . . . , xi,
xi+1, xi+2, . . . , xi+k+2}

�-��»��
h, k ∈ N

Î Ï ��Ê � ��»l�E�-�-�¼��~p¿��DÈ-¿��(¾E¾E�-Í
π
Å��8�-�Á»(���-�����
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� � ��½)~p�6�A��ÄE�����-��¿����-��~p���
m
ÖX¾E��¿����A~��A�D�-� � �"�p�A�-�Á�-��¿����-��~p���D�-�S�-��ÊË�o�-ÅA�Á���-�

i− h
�E�

� �3�����-���-��¿����-��~p�����-�@�-��ÊË�E�-Å������-�
j − k

Í-����Å�½À�o���A�Á»p~�ÊË�E�G�A�pÎµ� � ���-�-�8Å��EÃ � ��¾�Æ-�

c
(m)
i+j+1 =

∑

h,k≥0

((
m

h+ k + 1

))
c
(m)
i−hc

(m)
j−k.

Ø 5 Î � �lÙ

Ï ��¾E�����-�M~pÊ
��¾�Æ-� (( m
i+j+1

)) Ô������-��Å�¾E����¿@� � ÊË�E���Ë�-�@� � ���A�Þ¿���~pÅ�Å��(¾E�M~pÄE�����-�@� º ���;Ö
�-���-�

f : [i+ j + 1] → [m]
ÎOÚ � ½-½À���-�M~pÊË��¾ÇÆ-�

f(i + 1) = k
ÍW¾E���

k ∈ [m]
Î

Ü9����¾�ÆY´
f
á"¿ º �����-���-�3¾�Æ-�"½-���EÅ��E�6»�~¥ÍiÅ��EÃ � �"¾�Æ-�

f(x) ∈ [k]
½��E�Ó��Ã��-�

x ∈ [i]
�
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Å���ÊËÊÓ~��-�EÃ�¿����E¿��EÊË�E�l�A���-�E¿�¿M~�¾E��¿����-�)~�~p¿�¿M~ ½-����½-���M~��-�EÅ6�A�A~¥ÎO}
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m
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�G�-�-ã)�E�����E��Å'Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~��A�(�-�¥Ã��A~p�-�

1
Î

Ü.�E�+�EÅ��EÊË½-���-Íl��¿)È)~p��Ã��A~p½-ÆË�-��ã.��Ã � �A~ 5 Î � Ø�È�Ù'¾E��������Å�½À���-�-�P~p¿Á¿M~
3
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�



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


¹�º ���l�A�E���EÅ�ÅA~p�l�A���-�o�A�E��ÊË���)~p���D��¿�� � ÊË�o�A���-�
m
ÖX½)~p�6�A��ÄE�����-�À�-� � �3���G�A�E���

n
Í-�

Å6� � �-��~p���Þ~p¿�¾ � �-���-�E¿�¿���¿�������½-����½-�����o��Â¼¾E��Ê�È-���)~��A�����Á��`
�¥Î�¿ º ���-Å����EÊË� �-�EÃ�¿�� ¤ ²�  ¦^÷ �d²�£ ¦^Ê �d²�²� �²�£ÓÆ)~p�-�-�4¿M~ Ô�����ÊÓ~ �-�E��½À��¿�����Ê
�Á�-�PÅ6��~p¾^K�ÍØ×ã.��Ã � �A~ 5 Î � Í

(c)
ÙÇÎ ß �-��Å6��~p¾LK��o�A��¾�Æ-�o����~��A���-�
Ã��A~p�-�

m
¾E��������Å�½À���-�-�Ñ~p¿�¿M~

m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�f��~p¿Á�D¾�Æ-��¿M~¤Å��EÉ � �E�-Ä�~

c1, . . . , ck
á � �-��ÊË�G�)~p¿��pÍ(�oÅAÅ��E�-�-�

ci¿M~�Å���ÊËÊÓ~¼�-�EÃ�¿��@�E¿��EÊË�E�l�A�@�-�E¿�¿M~
i
ÖX�oÅA�ÁÊÓ~¼¾E��¿����-�)~¥Î
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3
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

0 2 1 0 2 0 0
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1 0 1 0 2 2 0


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r w%Ã y��u�°z|{4�L{ts �u�N3Ä{4�j&Á~ Rä5'M]M%�?zu�
ä �u� }Wã'ì ÏfÏ �(á
Å6��~��A�P½-���>»�~��A�D¾�Æ-�
�(� � ÊË�E���

c
(2)
n
�-�l� � ���A�+¿��

2
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE���p�-�l�-�

n
Å��(�-�-��Å6Ô×~p�-�D¿M~PÅ��EÃ � �E�G�A�����-�E�l�A�Á��Âf�-�E¿(�A��½À��}W~pÅ�Å����-�Ò�

c
(2)
n c

(2)
n+2−(c

(2)
n+1)

2 = −2n−1
Í

½��E�P��Ã��-�
n ≥ 1

Î]� � �S½-���>»��E���EÊË�Û¾�Æ-�Þ��~p¿��Þ���-�E�l�A�Á��Â
½ �Y� �EÅ�Å��E���¼Ã��E�-�E�A~p¿���ÄEÄ�~���~Ë~p�
� � ÊË�E���

c
(m)
n
ÎQÜÝ��ë3½-���E¾E��ÅA~pÊË�E�G�A��½-���>»��E���EÊË�Ë¾�Æ-�
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c
(m)
n c

(m)
n+1 . . . c

(m)
n+m−1

c
(m)
n+1 c

(m)
n+2 . . . c

(m)
n+mÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ

c
(m)
n+m−1 c

(m)
n+m . . . c

(m)
n+2m−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)bm/2c2n−1 Ø 5 Î �>« Ù

½��E�i��Ã��-�
m ≥ 1 � n ≥ 1 ÎÚ(�M~
C

(m)
n = [c

(m)
n+i+j ]

m−1
i,j=0

Î çS~�Å � ~
i
ÖX�EÅ���ÊÓ~ ����Ãl~ á

ri = [c
(m)
n+i+j]

m−1
j=0

Î ä �
½)~p�6�A��¾E��¿�~p���pÍ¥�)~p¿�¿M~¼����¾E�������E�-Ä�~�Ø 5 Î �lÙÇÍ-¿ º � ¿Á�A�ÁÊÓ~¤����Ãl~¼á

rm = 2
m∑

k=1

(
m

k

)
(−1)k−1rm−k = 2

m−1∑

k=1

(
m

k

)
(−1)k−1rm−k + (−1)m−12r0

�-��»��
r0 = [c

(m)
n−1+j ]

m−1
j=0

Î âP¿�¿����A~�Å��p���A�A~p�E�-�-�4~p¿�¿ º � ¿\�A�ÁÊË~�����Ãl~�¿M~�¾E��Ê¼È-���)~pÄE�����-�
¿����-�E~p����Å��EÃ � �E�l�A�Þ�-�E¿�¿���¾E��¿����-�-��½-���E¾E�E�-�E�l�A�

2
m−1∑

k=1

(
m

k

)
(−1)k−1rm−k

¿ º � ¿Á�A�ÁÊË~�����Ãl~��-�
detC

(m)
n
�-�Á»l�E�l��~

(−1)m−12r0

Î ¹ Å6�A�A~p�E�-�-�
(−1)m−12

�)~p¿�¿ º � ¿Á�A� Ö
ÊÓ~Ë¿����-��~Ó�¼½����.Å�¾�~p¿M~p�-�-�Ñ¾o��¾E¿���¾�~pÊË�E�l�A�Þ� � ���A�¼¿��¤����Ã�Æ-�Þ»��E��Å��3��¿9È)~pÅ�Å��Ñ�p���A�E�-�M~pÊË�
¾�Æ-�

detC(m)
n = 2detC

(m)
n−1.âP¿�¿Á���A~¥Í¥½À�E�i��Ã��-�

n ≥ 1 Í-Å��EÃ � �Þ¾�Æ-�
detC(m)

n = 2n−1 detC
(m)
1 .

WD�A~¤�-��È-È-�M~pÊË�¤¾E���-Å����-�E�A~p������¿À�-�o�A�E��ÊË���)~p�l�A�P�-�E¿�¿M~¤ÊÓ~��A����¾E�
C

(m)
1 = [c

(m)
i+j+1]

m−1
i,j=0

Î
åD~p¿�¿ º �Á�-�E�l�A�Á��Â�Ø 5 Î � �lÙÀ~pÈ-È-�M~pÊË�W¿ º ���-�E�l�A�Á��Â

C
(m)
1 = LmMmL

T
m

�-��»l�
Lm = [c

(m)
i−j ]

m−1
i,j=0

Í
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Mm =
[((

m
i+j+1

))]m−1

i,j=0

�
T
���-�-��¾�~Ñ¿M~Û�A�A~pÅ�½À��Å���ÄE�����-�pÎËÜ.����¾�ÆY´

Lm
á � �)~3ÊÓ~��A���\Ö

¾E�¤�A���M~p�-Ã���¿M~p���Þ¾E�����E¿Á�EÊË�E�G�A�.�-�M~pÃ��p�)~p¿�� � �-�Á��~p���ÒÍ�Å��EÃ � ��¾�Æ-�
detC

(m)
1 = detMm

Î
WD�A~Ë¿ º ���-�E�l�A�Á��Â"Ø 5 Î �N� Ù���ÊË½-¿Á�Á¾�~
¿ º ���-�E�G�A�Á��Â

Mm = BmB̃m

�-��»��
Bm =

[(
i+j
i

)]m−1

i,j=0�
B̃m =

[((
m−i
j

))]m−1

i,j=0

Î�ì"~
B̃m = JmBm

�-�>»��
Jm = [δi+j,m−1]

m−1
i,j=0

Î âP¿�¿����A~
Mm = BmJmBm

�
detMm = det Jm(detBm)

2
ÎiÜ9����¾�ÆY´pÍÀ¾E��ÊË�ÞÈ��E� ÅA~p½-½-�M~pÊË�-Í

det Jm = (−1)bm/2c � detBm = 1
ÍÀÅ��EÃ � �¤¾�Æ-�

detMm = (−1)bm/2c �Þ�-�9¾E���-Å��ÇÖÃ � �E�-ÄE~
detC

(m)
1 = (−1)bm/2c Î ä �¥Ì)�-��~pÈ-È-�M~pÊË� detC(m)

n = (−1)bm/2c2n−1
Í�½À�E�

��Ã��-�
n ≥ 1 Î

r w�� Rl~O9u&Á~³}�{:5'9 �°z|{4~ 5'M%�?zÌ{4~³{��Nº�~ �#]�~³}<9 �a3d�×�u�N3e{4�En
&Á~ UV�?zu�-{

ç8���A~p�-��¾E�@�-�E¿8½À��¿����-��Ê
����~p¿@�-�E�-��ÊË���)~��A�������-�o¿�¿M~¤Ô � �-ÄE�����-�ÓØ 5 Î ��ª Ù
Å����-�

xk = 1−
1
m
√
2
ωkm k = 0, 1, . . . ,m− 1

�-��»��
ωm = e

2πi/m
á � �)~
�A~p�-��¾E��½-����ÊË�Á�A�\»�~¼�-�E¿�¿ º � �-�Á��Â¥Î

WD�A~�Å�¾E���Á»(�M~pÊË�¼¿M~¼Ô � �-ÄE�����-��Ã��E�-�E�A~��A����¾E�ÓØ 5 Î ��ª Ù+�-�E¿SÊ
�(�-�
Å��EÃ � �E�l�A�

c(m)(x) =
1

2

2(1− x)m − 1 + 1
2(1− x)m − 1 =

1

2

[
1 +

1

2(1− x)m − 1

]
.

âP¿�¿Á���A~¼�p���A�E�-�M~pÊË�¼¿M~�Å��EÃ � �E�l�A�Þ�EÅ�½)~p�-Å������-�����ÑÔ��A~pÄE�����-�@½)~p��ÄE�M~p¿��
1

2(1− x)m − 1 =
A0

x− x0

+ · · ·+ Am−1

x− xm−1�-��»����8¾E�(�dmË¾E���E�l�
Ak

ÅA�p�-�Ë�-�oÌ)�-�Á�A�8�)~

Ak = lim
x→xk

x− xk
2(1− x)m − 1 .âP½-½-¿��Á¾�~p�-�-�
¿M~¼���EÃ���¿M~��-�8åP�Þ¿ º Zf��½-�Á��~p¿ÀÅ��EÃ � �Þ¾�Æ-�

Ak = lim
x→xk

1

−2m(1− x)m−1
=

1

−2m(1− xk)m−1
= − ωkm

m m
√
2
.

ä �-��¿Á�A����¿�~¼Ô � �-ÄE�����-� 5 Î ��ª Å��8�-�E¾E��ÊË½À���-��¾E��ÊË��Å��EÃ � �

c(m)(x) =
1

2

[
1− 1

xk

m−1∑

k=0

Ak

1− x/xk

]
=
1

2

[
1 +

1

m m
√
2xk

m−1∑

k=0

ωkm
1− x/xk

]
.
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c(m)
n =

1

2

[
δn,0 +

1

m m
√
2
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k=0

ωkm
(xk)n+1

]

åD~iÉ � �EÅ6��~P�EÅ�½-���EÅ�Å������-�
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c
(m)
n
É � ~p�-�-�

n
�A�E�-�-�¤~p¿�¿ º �Á�¥Ì)�-�\�A�-ÎÝâP¿8¾E���l�A�A~p�����-Í-¿M~�Å����-Ã���¿M~p���\��Â¼�-��ÊË���)~p�l�A�pÍ-¾E���(á

¿M~¼�A~p�-��¾E��¾E����ÊË�(� � ¿��¼ÊË���-��Ê
�-Í¥á
x0 = 1− 1/ m

√
2
ÎQâP¿�¿����A~¤Å��EÃ � �Þ¾�Æ-�

c(m)
n ∼ − A0

2xn+1
0

=
1

2m( m
√
2− 1)

(
m
√
2

m
√
2− 1

)n Å��
n→∞.

ä �3½)~p�6�A��¾E��¿M~p����~pÈ-È-�M~pÊË�

c
(m)
n+1 ∼

m
√
2

m
√
2− 1

c(m)
n

Å��
n→∞ .

r w�$
m

n	º�~O9u&Á~OM%�d�-�d~�zu�>M%�°zu�N5 }��87¡Vu� ze�a383d�
ä ��É � �EÅ6�A��½)~p�A~pÃ��A~�Ô��ÛÅ6� � �-���E���EÊË�Ñ¿��

m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�Á���-�9����¾ � �'��Ã��-�.����Ãl~Óá��-�\Ö

»��E��ÅA~Ë�)~ � ��»��o���A�������-�SÄE�E���ÒÎ
}
��ÊË���-¾o�M~pÊË�¼�-�o�A�E��ÊË���)~p�-�-� � � º �EÅ�½-���EÅAÅ������-�Þ½À�E�i��¿
� � ÊË�E���

f
(m)
n
�-�.� � ���A�¼É � �EÅ6�A�

m
ÖX¾E��ÊË½À�pÅA�ÁÄE�����-�9�-�

n
Î¼Ú(�M~

Ai

¿ º ���-Å����EÊ
�¤�-�.� � ���A�
¿��
m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�

M ∈ C(m)
n
�-��»��Þ¿ º

i
ÖX�EÅ���ÊÓ~¤����Ãl~¼á�ÄE�E���-ÎQâP¿�¿����A~

f (m)
n = |A′1 ∩ · · · ∩ A′m| =

∑

S⊆[m]

(−1)|S|
∣∣∣∣∣
⋂

i∈S
Ai

∣∣∣∣∣ .

Ü9����¾�ÆY´ ⋂
i∈S Ai

áÓ¾�Æ-�M~p�A~pÊË�E�l�A�Ë����¾E��������Å�½����-�-�E�-Ä�~"È-� � �-�Á»l�G¾�~�¾E��� ¿ º ���-Å����EÊ
�
�-�
� � ���A��¿��

(m− |S|) ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�Á���-���-� n Í)Å��EÃ � ��¾�Æ-�

f (m)
n =

m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)kc(m−k)n =

m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)n−kc(k)n .

Ø 5 Î � 6lÙ

å º ~p¿Á�A�A~�½)~p�6�A�pÍW¿ º ���-Å����EÊ
� C(m)
n
½ �Y� �EÅ�Å��E���"½)~p�6�A��ÄE�����)~��A��Å��E¾o���-�-� ��¿�� � ÊË�E�����-�

����Ã�Æ-�PÔ×~����A���-�@ÄE�E���S��É � �oÅ��A�Ë½À���6��~
~p¿�¿��D���-�E�l�A�Á��Â¼Å��EÃ � �E�l�A�

c(m)
n =

m∑

k=0

(
m

k

)
f (k)
n .

Ø 5 Î �$5 Ù

WP»G»(�M~�ÊË�E�G�A��É � �oÅ���~�Ô�����Ê � ¿M~P½ �Y� ~p�-¾�Æ-�i�EÅ�Å��E���f�p���A�E� � ��~DÔ�����ÊÓ~p¿�Ê
�E�l�A�W���l»��E�6�A�E�(Ö
�-�"Ø 5 Î � 6lÙÇÎ
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� � ÊË�E���

f
(m)
n
á

f (m)(x) =
m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)n−kc(k)(x) =

m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)n−k (1− x)k

2(1− x)k − 1 .

� � ���-�-�@É � �EÅ6��~�Ô � �-ÄE�����-��Æ)~�¿M~¼Ô�����ÊÓ~

f (m)(x) =
xmpm(x)

(1− 2x)(1− 4x+ 2x2) · · · (2(1− x)m − 1)
Ø 5 Î � �lÙ

�-��»��
pm(x)

áÓ�Á¿Q½À��¿����-��Ê
�Á�3¾E��� Ã��A~p�-� Ø�ÊË���-�����
�GÙ � Ã � ~p¿��Ë~ (m
2

) Î3� � �EÅ6�A� ��Ê¼Ö
½-¿���¾E~3¾�Æ-�pÍ.½��E�

n ≥ 1
Í9�Q� � ÊË�E���

f
(m)
n
Å��(�-�-��Å6Ô×~p�-� � �)~�����¾E�������E�-Ä�~3¿����-��~p������ÊË��Ö

Ã��E�-�E~�¾E����¾E�(�dmË¾E���E�l�A�i¾E��Å6��~p�l�A���-�������-���-� (m+1
2

) Í+¾�Æ-��½À��Å�Å����-���EÅ�Å��E���"�-�E�-�p���A�
�)~p¿S�-�E�-��ÊË���)~��A�����Þ�-�E¿�¿M~
Ô � �-ÄE�Á���-�ÑØ 5 Î � �lÙÇÎPÜ9�E�D�EÅ��EÊË½-���Ó½À�E�

m = 2
~�È-È-�M~pÊË�Ë¿M~

Ô � �-ÄE���p�-�

f (2)(x) =
3x2 − 2x3

(1− 2x)(1− 4x+ 2x2)
=

3x2 − 2x3

1− 6x+ 10x2 − 4x3

���-�8¾E���-Å��EÃ � �E�-Ä�~Ë¿M~�����¾E�������E�-Ä�~
f

(2)
n+3 = 6f

(2)
n+2 − 10f

(2)
n+1 + 4f

(2)
n .

ä �3ÊË�(�-�
Å���ÊË��¿Á�D½��E�
m = 3

~pÈ-È-�M~pÊË�¼¿M~¼Ô � �-ÄE�����-�

f (2)(x) =
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1− 12x+ 52x2 − 102x3 + 96x4 − 44x5 + 8x6
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f

(3)
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n+5 − 52f

(3)
n+4 + 102f
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n+3 − 96f
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n+2 + 44f
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n+1 − 8f (3)

n .
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�E�l�A��¾�Æ-�
f (m)
n =

∑

k≥0

∑

(r1,...,rm)∈Nm0
r1+···+rm=n

c
(m)
k (r1, . . . , rm) =

∑

k≥0

∑

ρ∈Nm0
|ρ|=n

c
(m)
k (ρ)

�-��»��
N0 = N \ {0} Í ρ = (r1, . . . , rm) � |ρ| = r1 + · · ·+ rm
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∑
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(
k

i

)((
k − i
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))
· · ·
((
k − i
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Î }
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m = n
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»��o���A�����
ρ = (1, . . . , 1)
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∑

k≥0

[
k∑

i=0

(
k

i

)
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]
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çS~ËÅ���ÊËÊÓ~��A�A~Ó¿��Þ½)~p���E�l�A�EÅ��.á¤ÈÀ�E��¾E���-��Å�¾E� � �Ç~Ë�ÞÔ������-��Å�¾E�¤��¿S� � ÊË�E���Û�-�SÔ � �-ÄE�����-�
Å � �����o���A�Á»��Ý�)~ � �Þ���-Å����EÊË�'�-�l�-��ÊË�E�-Å������-�

n
~p� � �-�f�-�l�-��ÊË�E�-Å����p�-�
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½-���E¾E��ÅA~pÊ
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{
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n = tn
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(n)
n+1
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n+1 =
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∑

k≥0
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(
k
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∑
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∑
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(tn+1 + tn).
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n
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(1, . . . , 1, 3, 1, . . . , 1)

�¤Ã�¿�� (n
2

) »��o�����p�A�
ρ = (1, . . . , 1, 2, 1, . . . , 1, 2, 1, . . . , 1)
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f
(n)
n+2 =

n

24
[(3n+ 1)tn+2 + 6(n+ 1)tn+1 + (3n+ 5)tn].
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i (x)
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[M |v|Ms]
É � ~p�-�-��¿M~
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m
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M
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p(m)(x) =
∑

n≥0

p(m)
n xn = c(m)(x2) +
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1

(1− x)m
− 1
)
c(m)(x2)

¾E���Gá
p(m)(x) =

1

(1− x)m
c(m)(x2) =

(1 + x)m
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¾E�G�dmË¾E���E�l�A�

z
(m)
n
Î ä �-��¿Á�A���

z(m)(x) =
∑

k≥0

(
∑

n≥1

((m
n

)) xn

1 + xn

)k

=
∑

k≥0

∑

a1≥1

((
m

a1

))
xa1

1 + xa1
· · ·
∑

ak≥1

((
m

ak

))
xak

1 + xak

=
∑

k≥0

∑

a1,...,ak≥1

((
m

a1

))
. . .

((
m

ak

))
xa1

1 + xa1
· · · xak

1 + xak

=
∑

k≥0

∑

a1,...,ak≥1

((
m

a1

))
. . .

((
m

ak

))∑

b1≥1

(−1)b1−1xa1b1 · · ·
∑

bk≥1

(−1)bk−1xakbk

=
∑

k≥0

∑

a1,...,ak≥1
b1,...,bk≥1

((
m

a1

))
. . .

((
m

ak

))
(−1)b1+···+bk−kxa1b1+···+akbk .
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� � ���-�-�

z(m)(x) =
∑

n≥0



∑

k≥0

∑

α,β∈Nk0
α·β=n

((m
α

))
(−1)|β|−k


 xn

�-��»��ËÅ��
α = (a1, . . . , ak)

�
β = (b1, . . . , bk)

~p¿�¿��p�A~
α · β = a1b1 + · · · + akbk

Í
|β| = b1 + · · ·+ bk

�
((m
α

))
=

((
m

a1

))
. . .

((
m

ak

))
.

}
��Å9�;Í-���¥Ì)�-�pÍ)~pÈ-È-�M~pÊË��¿M~¼Å��EÃ � �E�G�A�Þ�EÅ�½-���EÅ�Å������-�

z(m)
n =

∑

k≥0

∑

α,β∈Nk0
α·β=n

((m
α

))
(−1)|β|−k .

Ú(�M~3���A~
g

(m)
n
��¿Ý� � ÊË�E���"�-�Q� � ���A�Ë¿��

m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE���p�-�Ý�-�

n
�-�E¿Q�A��½À� }W~p��¿��Á�AÄ

Å��E�-Ä�~Û����Ã�Æ-�¤� � ¿�¿��pÎ�}
����~p��Ã���ÊË�E�l�A�S�-�E¿.� � ���A�ÛÅ���ÊË��¿Á�S~ÛÉ � �E¿�¿�� � �A��¿��ÁÄEÄ�~��A�S�-�E¿.¾�~pÅ��
�-�E¿�¿Á�

m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�����-�������-���)~��A�Á��~pÈ-È-�M~pÊË��¾�Æ-�

z(m)
n =

m∑

k=0

(
m

k

)
g(k)
n

g(m)
n =

m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)m−kz(k)

n .
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}
���-Å����-�E���M~pÊ
��¿M~
ÊÓ~��A����¾E�.���¥Ì)�-�Á��~

C = [c
(m)
n ]m,n≥0

Ã��E�-�E�A~���~��)~p¿�¿��
m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�����-�×Î

� � �EÅ6��~¤~pÊËÊË�o���A� � �)~Þ�-�E¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�fç ß Å �
N
ÍG¾E���(ái�EÅ���Å6�A� � �)~ÞÊÓ~��A����¾E�W�A���M~p�(Ö

Ã���¿�~p���D���¥Ô��E���������
L
�E� � �)~�ÊÓ~��A����¾E�f�A���M~p�-Ã���¿M~����DÅ � ½��E���������

U
Í-�E�l�A�A~pÊ�È���¾E���3�E¿��ÇÖ

ÊË�E�l�A�S�-��� �-�EÃl~��A�Á»(�ÒÍ)��~p¿��S¾�Æ-�
C = LU

Î ä �-��¿Á�A���Þ��~p¿Á�Þ�-�E¾E��ÊË½À��Å���ÄE�����-�Þá¤�EÉ � �Á»�~>Ö
¿��E�l�A�Û~p¿�¿ º �Á�-�E�l�A�Á��Â�Ø 5 Î �$5 Ù�¾�Æ-�Û��ÊË½-¿��Á¾�~3¾�Æ-�

L
áÓ¿M~�ÊÓ~��A����¾E�ËÈ-���-��ÊË��~p¿Á�Ë�����-���)~p���M~
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B = [
(
m
n

)
]m,n≥0

�E�
U
á�¿M~¼ÊÓ~��A����¾E�

F = [f (m)
n ]m,n≥0 =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 4 8 16 32 64 128 256
0 0 3 16 66 248 892 3136 10888 37536
0 0 0 13 132 924 5546 30720 162396 834004
0 0 0 0 75 1232 13064 114032 893490 6550112
0 0 0 0 0 541 13060 195020 2327960 24418640
0 0 0 0 0 0 4683 155928 3116220 48697048
0 0 0 0 0 0 0 47293 2075948 53476920
0 0 0 0 0 0 0 0 545835 30532384
0 0 0 0 0 0 0 0 0 7087261
· · ·




Ã��E�-�o��~>�Ç~��)~p¿�¿��
m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�����-�ÀÅ��E�-Ä�~Ë����Ã�Æ-��� � ¿�¿��pÎ

� ~p¿����-�E¾E��ÊË½À��Å���ÄE�����-��Å��ÝÊÓ~p�l�A���E�-��~p�-¾ÇÆ-�
É � ~p�-�-��¾E���-Å����-�E���M~pÊË�Û¿���ÊÓ~��A����¾E�
Ì)�-�Á�A�

Ck = [c
(m)
n ]km,n≥0

Í
Bk = [

(
m
n

)
]km,n≥0

�
Fk = [f

(m)
n ]km,n≥0

Í)¾E���Gá
Ck = BkFk

Î
ä �-��¿Á�A���
½À��Å�Å��M~pÊË�3Ô×~p¾E��¿�ÊË�E�l�A�
¾�~p¿�¾E��¿M~p���
��¿Q�-�o�A�E��ÊË�Á�)~p�G�A�Ë�-�

Ck

Î�Ü9����¾�ÆY´ÓÅ��M~
Bk¾�Æ-�

Fk
Å����-���A���M~p�-Ã���¿M~����×Í¥½À�E�i��¿À���o�����EÊÓ~��-�SÐ
���-�o�

detCk = detBk detFk
Í)¾E���(á

detCk = t0t1 · · · tk.
� � �EÅ6�A�¼����Å � ¿Á��~��A�¤Å��¼ÊÓ~p�G�A�E�-Ã����-�O~p�-¾�Æ-�4½À�E��¿��

m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�Þ�-�E¿¼�A��½��

}W~p��¿��\��Ä�Î ä �-��¿Á�A����~�È-È-�M~pÊË�
Z = BG

�-��»��
Z = [z

(m)
n ]m,n≥0

�

G = [g(m)
n ]m,n≥0 =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 3 4 7 14 23 39 71
0 0 3 12 45 148 477 1502 4678 14508
0 0 0 13 108 672 3622 18174 87474 410379
0 0 0 0 75 1056 10028 79508 570521 3850376
0 0 0 0 0 541 11520 155840 1705915 16529925
0 0 0 0 0 0 4683 140256 2566554 37084794
0 0 0 0 0 0 0 47293 1894032 45082170
0 0 0 0 0 0 0 0 545835 28159872
0 0 0 0 0 0 0 0 0 7087261
· · ·




�
Zk = BkGk

�-��»l�
Zk = [z

(m)
n ]km,n=0

�
Gk = [g

(m)
n ]km,n=0

ÎQÚ(��½ �Y� ��½��p�A��ÄEÄ�~p���f¾ÇÆ-�
detZk = t0t1 · · · tk.

åP��È-È-�M~pÊ
�
�-��ÊË��Å6�A�A~p���D¾�Æ-�
g

(n)
n = tn

Î
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ä �¥Ì)�-� � �4����Å � ¿Á��~��A�"Å���ÊË��¿Á�ËÅ��
ÊÓ~p�l�A���E�-�Û~p�-¾ÇÆ-�Û½À�E�¼¿��
m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�Q¾E���

����Ã�Æ-�D½)~p¿����-�-����ÊË�pÍ¥¾E���Gá
P = BQ

�-��»��
P = [p

(m)
n ]m,n≥0

Í

Q = [q(m)
n ]m,n≥0 =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 2 4 4 8 8 16 16
0 0 1 4 10 20 46 80 180 296
0 0 0 1 6 24 74 204 558 1334
0 0 0 0 1 8 44 192 706 2384
0 0 0 0 0 1 10 70 400 1930
0 0 0 0 0 0 1 12 102 724
0 0 0 0 0 0 0 1 14 140
0 0 0 0 0 0 0 0 1 16
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
· · ·




�
Pk = BkQk

Í@�-��»��
Pk = [p

(m)
n ]km,n=0

�
Qk = [q

(m)
n ]km,n=0

Î¤}
��Ê � �-É � �pÍ8½�����¾�ÆY´
q
(n)
n = 1

Í�~pÈ-È-�M~pÊË�
detPk = 1.

r w?v©¨ 2 �°zu�-}<5³�-�d~�zu� �u�N383d�
m

n	º�~O9u&Á~OM%�d�-�d~�zu�
G �E¿�¿ º � ¿\���ÁÊË~�½)~p�6�A���-�DÉ � �EÅ6�A��¾�~p½-�Á�A��¿�� ~�Õ������G�A�M~pÊ
� ��¿P½-����È-¿��EÊÓ~��-�E¿�¿M~ Ã��ÇÖ

�-�E�A~pÄE�Á���-�Ó�-�E¿�¿��
m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�×Í8Ô������-�E�-�-� � ��~p¿�Ã������\�AÊ
�3¾ÇÆ-�ÓÃ��(�-�Ë�-�E¿�¿M~3½-����Ö

½-�����o��Â�}+â � Î � �E�-�E�-�-�"����¾E���-Å����-�E�A~pÄE�����-�
¿���½-����½-�����o��ÂÑ�-�E¿�¿��
m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�.�

Å���½-�A~���� � ���A��¿M~3¿�������¾�~p�A~����A�E����ÄEÄ�~pÄE�����-�pÍ9¾E��ÊË�
��¿�¿ � Å6�A�A~���~Ñ�-�E¿Q½)~p�A~pÃ��A~�Ô�� 5 Î �¥Í9½À�E�
¾E��Ê
�(�-�Á��ÂË���l�A���(� � ¾E�M~pÊ
�Ë� � ��~p¿ÁÔ×~pÈÀ�o�A�

Σ1 = {1, 2, . . . ,m} Í Σ2 = {1, 2 . . . ,m} Í
Σ = Σ1

⋃
Σ2
Î�Ü9��Å�Å��M~pÊË�"����¿��EÃ�Ã��E���
¿��
½)~p����¿��Ë�-�oÌ)�-�Á�A�Ë��� 5 Î ��¾E��ÊË�Ë½)~p����¿��
Å � ¿\Ö

¿ º ~p¿\Ô×~pÈÀ�o�A�
Σ
Í¥�p���A�E� � �A�P¾E��ÊË�fÅ��EÉ � �E�)ÄE���-�À���-�-��¾E�)�-�E��Å���Ê¼ÈÀ��¿Á�

ai
�
bj
¾E��ÊË�fÅ��EÃ � �p�

Å��f~pÅ�Å��(¾E�M~�~p�
ai
¿M~�¾E�ÁÔ��A~

i ∈ Σ1
ÍW�E�h~

bj
¿M~�¾E�ÁÔ��A~

j ∈ Σ2
ÎbåP�oÌ)�-�M~pÊË��É � �ÇÖ

Å6��~"�A~p½-½-���EÅ��E�G��~pÄE�����-� � �)~Ä�� L«�«��¬� ¤ �d§	²�  ­ £���§¨�Æ Á£C§�¢�£ ¦ £��-� M Î�Ü9�E�¼�EÅ��EÊË½-���-ÍÝ¿M~�>ÖX¾E�pÊË½À��Å���ÄE�����-�D�-�%6

M =



1 0
2 2
0 1




�EÉ � �Á»�~p¿���~p¿�¿M~¼½)~p����¿M~
a1a2a2b2a2a3

�E�����A~
~p�-¾ÇÆ-�Þ~
122223

Î
ä �-�-��¾�Æ-�M~pÊË�Ó� � �-É � �
¾E��� Ln ¿ º ���-Å����EÊ
�¤�-�E¿�¿��¼½)~p����¿�� w = w1w2...wn

�A~p½-½-���EÅ��E�(Ö
��~p�l�A�@¿��

m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�����-���-�

n
Î

Ln
á��-�oÌ)�-�Á�A�
�)~¥�

L1 = 1, 2, ...,m
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Ln = {wi|w = w1w2...wn−1 ∈ Ln−1, i ∈ Σ1, i ≥ wn−1}∪{wi|w = w1w2...wn−1 ∈
Ln−1, i ∈ Σ2} ��»G»��E���-ÍfÃ�¿��i�E¿��EÊË�E�l�A�f�-� Ln Å����-���p���A�E� � �A�P¾E���-¾�~��A�E�)~��-�-��~pÃ�¿���E¿��oÊË�E�G�A�@�-� Ln−1

� Î � ��Å���Ê�È���¿��¼���
Σ1
¾�Æ-��Å��M~�ÊÓ~pÃ�Ã������6�D� � Ã � ~p¿���~p¿�¿ º � ¿Á�A�ÁÊ
�¼Å���Ê�È���¿��¼�-�

w
`

© Î � ��Å���Ê�È���¿��¼���
Σ2
Î

� � ���-�-�@�@½-����ÊË�����-Å����EÊË��½À�E�
m = 2

Å����-�
L1 = {1, 2}
L2 = {11, 12, 22, 11, 12, 21, 22}
L3 = {111, 112, 122, 222, 111, 112, 122, 211, 212, 222, 111, 112, 121, 122, 221,
222, 111, 112, 121, 122, 211, 212, 221, 222} Î

üÞõ$��*/�Àþ�ò�÷Gò��ÀóSùÈ�¨F×û Ln ¦ ��§	²�£��d§¨�_² ¥ ²�²9�]�f� m ¿ ¦ ��ª]«	� ¤ £ ­ £��$§	£4¢�£ n ¤ �d§ ­  ��L£ «	�d²�£ ­ £���¿§	£ Ú
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m
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m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE�Á���-�

µ
�-�

�@Í8�A~p½-½-���EÅ��E�l��~���~Ñ�)~p¿�¿M~Ó½)~p����¿M~
w = w1w2...wn

Í � �)~
m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-�¤�-�

n+ 1Å����-�-�
Ø�� ÙÓ���-¾E���EÊË�E�G��~p�����-� � � ���E¿��EÊË�E�l�A�Y`
Ø���� ÙÓ~pÃ�Ã�� � �-Ã��E��� � �)~
¾E��¿����-�)~¼¾E��� � ��Å���¿��
�E¿��oÊË�E�G�A� � Ã � ~p¿���~ � ���3����Ãl~ÌK

Ø
1 ≤ k ≤ m

ÙW~
Å����-��Å6�A�A~¼�-� � �)~�¾E��¿����-�)~����
µ
`

Ø����Á� ÙÓ~pÃ�Ã�� � �-Ã��E��� � �)~
¾E��¿����-�)~¼¾E��� � ��Å���¿��
�E¿��oÊË�E�G�A� � Ã � ~p¿���~ � ���3����Ãl~ÌKØ
1 ≤ k ≤ m

ÙW~
�-�EÅ6�A�A~
�-�E¿�¿ º � ¿Á�A�ÁÊË~¤¾E��¿����-�)~����
µ
Î
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α1 = w1w2 . . . wiωwi+1 . . . wn−1wn

��½-½ � �����-�E¿@�A��½À�
α2 = ωw1w2 . . . wn−1wn.ç8��½)~p����¿��

β1 = w1w2 . . . wiωwi+1 . . . wn−1

�
β2 = ωw1w2 . . . wn−1
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Å����-�
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wn ∈ Σ1
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wn ≥ wn−1

Í
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α1 = β1wn
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α3 =

β2wn

~p½-½)~p�6�A�E�-Ã����-�Û~ Ln+1
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α2 = w1w2 . . . wn−1wnω
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ω ∈ Σ2
Í
1 ≤ ω ≤ m

Í
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β3 = w1w2 . . . wn
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L2
2 = 2 ◦ s(2, 2) =< 22, 21, 22 >
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È)~p��Ã��A~p½-ÆÓ¾�Æ-�DÅ��À�p���A���E�-�Pá � �ÛÈ)~p��Ã��A~p½-ÆÛ~¤Å�¾�~p¿��P¾E���Û¾E��¿��p�-�-�P�-��~p¿Á�A�EÄEÄ�~Þ�-���Û¾E���ÇÖ
Å�¾E�E�l�A�pÎÍ� � ���-�-�8» � ��¿9�-�����¤¾�Æ-�pÍ�Å��¤¿M~ËÅ���ÊËÊÓ~
�-�EÃ�¿��S���l�A�E���S½-���EÅ��E�G�A�.�-�E¿�¿M~

i
ÖX�EÅ���ÊÓ~

¾E��¿Á���-�)~��-�E¿�¿M~ ÊÓ~��A����¾E�Ñá
si
Í ∀j > i

Å���Æ)~
sj ≥ si

Î Ü9�E�Ë¾ � �iÅ��pÍ
���l»l�E¾E�3�-�E¿�¿��
¾E��Ê
½À��Å���ÄE�����-�S¾E���-Å����-�E���M~pÊË�Ó¿��¤½)~p�6�A��ÄE�����-�×ÍÀ½���Å�Å��M~pÊË�ËèX�EÅ6�A�E�-�-�E���Çé¼��¿9¾E���-¾E�o���A�Ñ�-�
m
ÖX¾E��ÊË½���Å���ÄE�����-����Å6� � �-�M~p����¿��

m
ÖX½)~p�6�A��ÄE�����-�×Î

ÿ�þEù(ø�*.ò��#�¨F � ë	£� 

M =



2 1 0 1
1 2 1 0
1 0 2 0




¥ §�  3 ¿f«Y ��L²�£ ­ £���§¨�x¢�£ 11 þ �É ³«Y ��¬���¡ Æ �¢u� ¤^¤  Æ  ¤^¤ � ¦ £� �²� ÆÃ a1a1a2a3b1a2a2b2a3a3b1 þ� þ £C§�ª��N¢<�ó�¬ý ¥ £CØ� ��f�d§	²9� þ 11231222331 ÚÜÙ �_¯^ ������� L« Ê#¤ ��� ¥ �d§	²9�3�¡ Ä�� L«�«��¬� ¤ �d§	²� 



�/�N� ;���cOb�c�pO�
m q =?c$� � c$��; ú ;�cO8Y; ���>«

¤ � ¦ ��§�¢<�x�.¸   ¤^¤ � ¦ £�  ­ £���§�� m ¿ ¦ ��ª_«	� ¤ £ ­ £���§¨�d¿�¯^ ������� L« ÊÆ¦^Ê �Í �¯O¯?£� �ª���¢<��²/§	£C²9��§¨�d��«Y �¿�� O���� �Õ?�#ä Ú � Ú ã#� þ ¦ ��ª��x«	� ¤^¤ £� �ª���Õd  ¦ £C�¶ª��d§	²9�Æ§¨��²� ��¬� þ (s1 = 4) > (s2 = 3) =
(s3 = 3) > (s4 = 1)

^�éµ£¡� ¥ �� 3ä Ú-f _ Ú

1

1

11

2

2

2

2 3

3

3

H�Z���)��*����� �
�bcF���%���*��J�°i�,"�";^p[AZ	���;^��E] ]	�
3 � JI���%�XZ�+�Z\^,�!����Z 11 w = 11231222331

�
âPÈ-È-�M~pÊË��Ô������-�Á�A�-Í)�-�E¿�¿���½)~pÃ����-��½-���E¾E�E�-�E�l�A�ÒÍ � � ÊË�o�A�G�-�Ó½��E�PÃ��E�-�E�A~p����� � ���A�

�
Å���¿��
¿��
m
ÖX¾E��ÊË½À��Å���ÄE���p�-�'�-�

n
~3½)~p�6�A�������)~3É � �E¿�¿����-�

(n − 1) Í9¾E��� m Ì)Å�ÅA~��A�-ÎâPÃ�Ãp� � �-Ã��E�-�-� � ��½-��¾E¾E��¿��Ñ¾E���l�A����¿�¿��ÛÅ � ¿�¿M~Û½-���(¾E�E� � �A~3�-�'Ã��E�-�E�A~pÄE�����-�pÍS½À��Å�Å��M~pÊË�
Ã��E�-�o��~��A�¼~p�-¾�Æ-�¤¿��

m
ÖX½)~p�6�A��ÄE�����-�@�-�

n
Î ¹�º ���l� � �\���\»��Ë¾�Æ-�¤¿M~Ë�-�ÁÕ��E���E�-Ä�~Ë�-�.~p¿Á�A�EÄEÄ�~

�A�A~Û¿�� � ¿Á�A��ÊË�¤� � ��¾E��¿����-�-���-�E¿'È)~p��Ã��A~p½-Æ�¾E��������Å�½À���-�-�
~p¿'� � ÊË�E���Ñ�-�'Å���Ê�È���¿��9�-�
Σ1
¾o��ÊË½-���EÅ��f�A�A~�Ã�¿�� � ¿Á�A��Ê
��� � � Å���Ê¼ÈÀ��¿����-�

Σ2
�-�E¿�¿M~�½)~p����¿M~¥Î ä �h�A�\Ô��E����ÊË�E�l�A�

~p¿�¿ º �EÅ��EÊË½-��� 5 Î © Í-~�»��o»p~pÊË��É � ~����A����¾E��¿����-�-�D¾E���3~p¿Á�A�EÄEÄ�~
hi
Ø�¾E���

i ∈ 1, 2, 3, 4 Ù+���¾ � �S¿M~Ë½)~p����¿M~�¾E��������Å�½À���-�-�E�l�A�¤á
w = 11231222331

�-��»��
w8 = 2

�
w1 = 1
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Σ2
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w
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Å6��~p�-�-�Ñ�A�A~ÑÉ � �EÅ6�A� � ¿Á�A��ÊË�9� � �
¾�~pÊ¼È-�'�-�
¾E��¿Á���-�)~�á

h3 − h4 = 2
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��¿G� � ÊË�E���D�-�(¾E��¿����-�-�
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Ú(�M~
si
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ÊË�E�l�A��Å��8Æ)~
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Î+Ú(�M~
d1

��¿�� � ÊË�E���
�-�@Å���Ê�È���¿��@~p½-½)~����A�E�-�o�G�A�S~p¿�¿ º ~p¿\Ô×~�ÈÀ�o�A�
Σ1½-���EÅ��E�l�A�)�A�A~�Ã�¿�� � ¿Á�A��Ê
�¥� � �f�E¿��EÊ
�E�G�A�-�-�

Σ2
�-�
w ∈ Ln

ÍG�
d2

��¿-� � ÊË�E���Þ�-�-ÅA�ÁÊ�È���¿��
�-�E¿�¿ º ~p¿ÁÔ×~pÈ��o�A�

Σ1
¾�Æ-�3Å��
�A���>»�~p�-���-��½À��¿ º � ¿Á�A��ÊË~"Å���Ê¼ÈÀ��¿�� �-�

Σ2
���
w
Î4Ú(�EÊË½-���

�A�E�-�E�-�-�Ë¾E���l�A�Ë�-�E¿�¿M~¼���E¿M~pÄE�����-�P�A�A~�ÊÓ~��A����¾E�D��È)~p��Ã��A~p½-Æ@Í)Å��8Æ)~¥�
d1 = hk−1 − hk

�
d2 = hk − 1.
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n
¾E�E¿�¿��pÍ)á¤��»G»(���Ó��Å�Å��E�6»�~p���¼¾�Æ-�pÍÀ½À�E�PÃ��E�-�E�A~p���Þ�

È)~p��Ã��A~p½-Æ�¾E���
(n + 1)

¾E�E¿�¿��
Å��EÊË½-���Ó¾E��� ~p¿Á�A�EÄEÄ�~��-�E¿�¿��
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� � ��»p~�¾E�E¿�¿M~D�-��»(�AÂ��EÅ�Å��E���fÊÓ~pÃ�Ã��Á�����W� � Ã � ~p¿��W�-�)É � �E¿�¿M~D�-�E¿�¿M~D¾E�E¿�¿M~P�����A�EÅ6��~Þ~p¿�¿ º � ¿\Ö
�A��ÊÓ~Ó¾E��¿����-�)~Ñ�
ÊË���-�����¼� � Ã � ~p¿��
~

m
Î ä �-��¿Á�A����½À�p�A�AÂÑÅ��EÊË½-���
�EÅ�Å��E���Û~pÃ�Ã�� � �l��~

� �)~3¾E��¿����-�)~3�-�+~p¿Á�A�EÄEÄ�~ � �-�"¾E��� � �)~�É � ~p¿�Å��M~pÅ��Ý�o�A��¾�Æ-�o����~"~3�-�EÅ6�A�A~��-�E¿�¿ º � ¿Á�A�ÁÊÓ~
¾E��¿Á���-�)~��-�E¿8È)~p��Ã��A~p½-Æ@Î
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Ü9��Å�Å��M~pÊË�i~�Õ��E��ÊÓ~p���Ý¾�Æ-�Q¿ º ~p¿�Ã������\�AÊ
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m
Ö

¾E��Ê
½À��Å���ÄE�����-�ÒÍQ¾E��� � � ¾E���l�A����¿�¿�������½-��ë@Î%åP�M~pÊË��É � ���-�-� � �h~p¿�Ã������Á�AÊ
��½��E�Ó¿M~
Ã��E�-�o��~�ÄE�����-���-�E¿�¿���Ê�ÖX½)~p�6�A�ÁÄE���p�-���-�

(n+ 1)
~
½)~p�6�A�����D�)~
É � �E¿�¿����-�

n
Î+Ú(�M~p�-�

w = w1 . . . wk−j . . . wk . . . wn con wk−j, wk ∈ Σ2
�
wk+1, · · · , wn ∈ Σ1

�
d1 = j + 1 = |wk−d1 . . . wk−1| , d2 = |wk+1 . . . wn|.Ü9�E�iÔ×~p¾E��¿��\��~p���D�S¾E���l�A����¿�¿���¾E���-Å����-�E���M~pÊË� � �)~¼èX� � ��»�~Ë½)~p����¿M~�é

w′ = d1d2w1 . . . wn�-�Ý¿ � �-Ã�Æ-�EÄEÄ�~
(n + 2)

Î ä �¥Ô×~����A�ÒÍS����É � �oÅ��A�"ÊË�(�-�-Í9~p����Ã��-�Ý½)~pÅ�Å�� �-��»(���EÊË��Å���¿��
¾E���l�A����¿�¿M~p���
��½À���)~pÃ�Ã��������)~p���pÍp¿��W½-����ÊË�W� � �i¾E��ÊË½����-�E�G�A�-�-�

w′
ÍG�Á�G»��E¾E�i�-�-¾E���l��~p���

�@Å���Ê¼ÈÀ��¿��×ÎÝå � �-É � �p�
• ÅA� d1 > d2

~p¿�¿��p�A~
� Î
w = w1 . . . wni

¾E���
i ∈ Σ1

�
i ≥ wn

�Ë»��E�-Ã����-��~pÃ�Ã��������)~��A�Ý�+� � �
¾E���l��~��A�����Ò�

d1 = d1 − 1
�
d2 = d2 + 1

`
© Î
w = w1 . . . wni

¾E���
i ∈ Σ2
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d1 = d2�

d2 = 0
`

• ÅA�����l»��E¾E� d1 = d2
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