MODELLI PREDA - PREDATORE

Relazioni alimentari fra
una popolazione “risorsa” ed un’altra “sfruttatrice”
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Modelli Preda - Predatore

l Interazione unidirezionale fra due popolazioni

1 La risorsa alimentare non e illimitata, ed ha una sua dinamica che
ne limita la disponibilita

1 Analogia con il problema dello sfruttamento di risorse
rinnovabili, dove pero manca la dinamica dello “sfruttatore™
(predatore)

) IPOTESI alla base del modello

a) Inassenza di predazione, la preda (risorsa) segue una dinamica logistica
come singola popolazione

b) In assenza di preda, il predatore si estingue (mancanza di risorse
alternative)

c) Il trasferimento di energia costituisce I’interazione fra le due
popolazioni

] Se si estende I’interazione preda - predatore a piu popolazioni si
ha una RETE ALIMENTARE (vedi piu avanti)

E.Giusti: Modelli Preda-Predatore pag. 2



Struttura del modello P-P

] La dinamica della preda e logistica meno un termine di
predazione

] La dinamica del predatore e un’estinzione piu un termine di
“rifornimento” energetico derivante dalla predazione

) La predazione ¢ il legame fra le due dinamiche

( 0).4
preda E =X F(X) - y . p(X) ) predazione
\ Iegame fra
C le 2 popolazioni
_predatore ol =—M-Y+[C-yV-P(X)}
at
F(x) = funzione di crescita p(x) =risposta funzionale del predatore

m =rateo di mortalita del predatore c¢ = fattore di conversione dell' energia
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Modello di Lotka - VVolterra

1 E’ stato il primo modello preda-predatore (e non il migliore...)
] Non e molto realistico: p(x) non riflette la realta biologica

1 Ha il pregio di permettere un’analisi lineare

s v 1 | G
] dt K

predatore ﬂ =—m-y +J:ed€izione
> dt legame fra

le popolazioni

b,, = coeff. di predazione (visto dalla preda)

b,, = coeff. di nutrizione (visto dal predatore)

J Per tener conto del parziale trasferimento di energia, deve essere b,, > b,,
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Equilibrio del modello di Lotka - Volterra

o
dt

X X X=0->y=—
r-x-(l—EJ—b12~x-y:O — r-(l—RJ:blz-y :{ EZ

1 L’equilibrio della preda ( J definisce la retta a pendenza negativa

y=0—->Xx=
1 L’equilibrio del predatore L%z J definisce la retta verticale
% m
—my +by - X-y=0 = Xx*=—o
021

1 L’equilibrio e dato dalla verifica simultanea delle due condizioni di equilibrio

( X r m
r'(l——j=b12'y Y*=—'(1— J
] K — 3 by> by -K
* m m
Xt = —— X*:_
\ by \ Dyq
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Rappresentazione grafica dell’equilibrio

1 L’equilibrio (se esiste) e all’intersezione delle due rette di equilibrio

r

by,

A Y = predatore

T
by
Ammissibilita
dell’equilibrio
I ok
b2y
y
SEAN |
X = preda
| \_XZP
X*:ﬂ K
bay

equilibrio ammissibile:
coesistenza delle due specie

A Y = predatore

\\(TOJ

equilibrio non ammissibile:
tende all’estinzione del predatore
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Analisi linearizzata del modello di Lotka-Volterra

. A %
2 Calcolo dello Jacobiano 1 1
=| X ¥
S, o,
| X P
4 ( x*j [ m J r { m ] m-r
Sl _p1-22 | b, .y*=r.[1-2 By — | 1— -
x ) eyt by K) 2 b, U by K by K
ﬁ:—blz-x*:—mbi
J oy b,y
A, r m
2 _p,y*=hoy— | 1—
x AT by ( bzl'K]
% m
KEZ:—rn'f-sz_')(*:—m'f-sz_b_z]-:O
m-r b
_ T
by - K by1

by, —— | 1- 0
b2 byp - K |
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Autovalori dello Jacobiano

1 Intorno all’equilibrio si puo analizzare il comportamento del sistema attraverso

gli autovalori dello Jacobiano

“me m%
det[Al - J]=detf . =

e i)

L7 b U byeK
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Tipo di risposta del modello L-V

1) Per avere radici a parte reale negativa il rateo di estinzione (m) deve essere
minore del massimo ricavo nutrizionale sulla popolazione preda

>0 = K>m

1—
D21 -K D21

guesta condizione coincide con quella di esistenza dell’equilibrio di
coesistenza
Percio se esiste un equilibrio ammissibile, esso e anche stabile

2) Per avere risposta non oscillatoria (radici reali) il discriminante della equazione
degli autovalori deve essere positivo

2
M- s amer 1=
b,y -K Dy -K
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Esempi di comportamento del modello L-V

10(

(Xo0,Yo0) 1

popolazioni
AN
/
Predatore

tempo

12

r:O.S m:OS K:].O b1220.43 b21 :Ol
Xequil =3-0 Yequil =1 1667 A3, =-0.075+j0.3152

Equilibrio ammissibile (coesistenza) e stabile
Comportamento dinamico oscillatorio
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Caso di estinzione del predatore

A causa dell’estinzione del predatore
la preda raggiunge la capacita portante

12¢

20

10t

15l
(Xo,Y0) A

Predatore

popolazioni

10F \ preda e —————1

20

25 3 35 4 4.5 5
tempo Preda

r=05 m=56 K=10 b,=0.43 b, =0.4
X =10y =0 Ay =-14647
X =14 y@&,=-05647 *,=0.7647

equil
Equilibrio non ammissibile (estinzione del predatore), ma stabile

Comportamento dinamico monotono (autovalori reali)
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Comportamento ammissibile monotono

35

30r

25

popolazioni

10r

20r

15
|

predatore

—_———_—

“pred
_~ " preda

01 02 03 04 05 06 0.7
tempo

I’=30 m=5 K=18 b12=1.5 b21=0.5
Xequit =10 Vequil = 88889 1 =-10.0000 1,

Equilibrio ammissibile (coesistenza) e stabile
Comportamento dinamico monotono

08 09 1

Predatore

35¢

30

(Xo,Yo) A

6.6667
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Esempio di dinamica pascolo-erbivori

1 Due popolazioni: Pascolo ed Erbivori
] Due dinamiche:

1 Il Pascolo:

» Cresce in funzione della pioggia “a(t)’
» Subisce un decadimento naturale ‘p’
» Subisce una “predazione” da parte degli Erbivori con coeff. ‘g’

1 Gli Erbivort:

» In assenza di pascolo si estinguono con rateo ‘m’ Vv
» Hanno una risposta funzionale normalizzata di tipo2 (V)=

» Hanno un rendimento di predazione ‘s’ cons < q Ky +V
dVv
9
.. dH
Erbivori: praie -m-H+s-f(V)-H
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Equilibrio stazionario

1 Si suppone costante il fattore di crescita del pascolo (pioggia)

] Annullando le derivate

dH m
—=0 = f(V)=—
v M Vv
a—p-
—=0 = a-p-V=qg-f(V))H =H-=
it p q-f(V) 0 (V)
} degh erbmort
m vV, P
(Vo) =~ “K 2V, | = i}
| 1:(Vo):_
K l‘ °
V,= Y |
S 1 |
m |
| -
Vo Pascolo
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Calcolo dell’equilibrio Pascolo-Erbivori

Rateo di Pascolamento

4 degli Erbivori
1 ____________
ms —————
I
I
I
I
I
I
I
I
| .
Vo Pascolo

dH dH

—<0 —>0

dt dt

Se il pascolo ¢ inferiore al valore di
equilibro V, la popolazione di erbivori
diminuisce, se & superiore aumenta

isoclina degli erbivori  isoclina del pascolo

V, = L _a-pV_a-pV
S (V) gV
m K, +V
_(a-p-VXK,+V)
I\ q-V
o
2 | t
L
I
I
|
| equilibrio
I
I
I -

Pascolo
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Equilibrio e dinamica del pascolamento

Si suppone che il = N | S

pascolo sia 1801 \\ isoclina Isoclina -
“pilotato” da un Leol \\ del pascolo degli erbivori |
serie storica di \

pioggia con 140 \ .
periodicita bi- o0l N traiettoria delle |
annualeacuié % \ 2 popolaziont
sovrapposta una & 1001 T
fluttuazione casuale | |

] punto di
Il valore costante di ¢ equilibrio
pioggia assunto per

il calcolo 40

) Crs s . punto iniziale
dell’equilibrio e pari 5} - |
alla media della h
serie storica 0o 50 100 150 200 250 300 350

Pascolo
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Andamento del sistema Pascolo - Erbivorli

350 T T T T T T T T T
€ Apparentemente
Il pascolo 300 F Vegetation .
precede la
pioggia ol |
& Inrealta la B
massima § 200f -
crescita e @2
limitata dal g 150} -
pascolamento 5 Rainal
-~ s
© La crescita degli Hor N RN '
erbivori e / o / N
ritardata rispetto o1 / ./ AN I
alla crescita del - 7 D N
pascolo O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Time (days)
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Coesistenza competitiva

] Problema: due specie condividono la stessa risorsa

1 Ipotesi:

» Larisorsa e limitata ed ha una dinamica di crescita propria

» Ciascuna specie utilizza la risorsa con una propria risposta funzionale

1 Conlusione: Una delle due specie e destinata all’estinzione

PRINCIPIO DI ESCLUSIONE COMPETITIVA

%mgf;&m xmmé:w A %mgf;&m %mgf;&m x‘eﬁ-:aé:wm %mgf;&m x‘eﬁ-:aé;ﬁm
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Ecosistema con due specie in competizione

1 La risorsa Pascolo (V) ha una propria dinamica di crescita
1 Le due specie hanno diversa risposta funzionale
1 Domanda: potra esistere equilibro competitivo?

1 Se tale equilibrio esiste esso dovra soddisfare contemporaneamente
dv _, dH,_, dH,

= =0 V0 H;#20 H,#0
dt dt dt con ' ?

] Modello dell’ecosistema:

Pascolo (jj—\t/=a(t)—p-v —q-f(V)-H,—u-g(V)-H,

Speciel %:s-f(V)-Hl—m-H1

\

Specie 2 Ol—dl_tlz=cs-g(V)-H2—u-H2

E.Giusti: Modelli Preda-Predatore pag. 19



Equilibrio di ciascuna delle due specie

1 Ciascuna specie sara in equilibrio con una diversa condizione del pascolo

: dH 1 m Vi K.
P dt (V1) S Ky, +V, 1 s
| %
K V, y
Specie? —2 =0 =q(V.)==LX = o v~
P a(V2) KoV, ) 2_21
1l
A f(v)
fv,) =B e =
(o] - :
m = i
(V)= |~ Az :
//: E Specie 1
// : E — — — Specie 2
/ E |
/ ' |
/ ! :
i/ ! : y
V1 Vs >
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Equilibrio del Pascolo

O(lj—\t/zo =>a-p-V*-q-f(V*)H,—u-g(V*)-H,=0
1 In generale il valore di equilibrio per il pascolo V* sara diverso da quello

richiesto per I’equilibrio di ciascuna delle 2 specie
V*#V,#V,

) Non essendo possibile in generale ottenere I’equilibrio delle TRE dinamiche
con il medesimo valore di V, si avranno le due coppie di equilibrio in cui una
delle due specie si estingue

1 Principio di esclusione competitiva

” K
d_Hl:O :>V1:_VJ_ e H2:O
dt é—l
3 mK
%:O :>V2:_Vz_ e H,=0
dt 9_1
u
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Comportamento dinamico

4 1(v) 1) Estinzione Specie 2 '
H
______________________________ B - - - o 1>0
////(:') V,<V*<V, :><dl—tl
= 5 —2<0
7 E \ dt
________ / .
bg : :
/1 | Specie 1 2) Estinzione di entrambe le specie
7 ! — — — Specie 2
// dH, <0
f | y V*<V, =9 d(lj:lt
' ' > —2<0
—<0
dt
N\
dH
d—t2 <0 3) Ambedue le specie crescono: cio fa dH .
. diminuire il pascolo fino a che —>0
\ * dt
V<V, V*>V, = dH
a questo punto di ritorna al caso 1: 250
Estinzione della Specie 2 L dt
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Equilibrio con esclusione

J All’equilibrio si estingue la specie che richiede il piu alto valore del pascolo (V, )

1l sistema si riduce ad una sola specie predatrice (H,)

-

Pascolo C:j—\t/ =a(t)—-p-V—-qgf(V)H,

Specie 1 dd—l_tll=s-f(V)-H1—m-H1

' Con equilibrio del pascolo V =V, che e quello richiesto dalla specie 1

-

Pascolo O(lj—\t/zo —a—-p-Vi—qf(Vy)-H, :ﬁlza_%vl
X q—
S

\Speciel dTI_:l=5-f(V)-Hl—m-Hl =\V,: f(Vl):%
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Strategie di gestione (1)

1) Sottrarre un rateo costante di individui della specie 1 (constant cropping) in
modo da rendere la loro popolazione compatibile con il livello di pascolo (V, )
richiesto dalla specie 2y .

C
0=s-f(V,)H,-m-H;-C = H;=
(V2)-Hy 1 1 s-f(V,)—m

Si puo dimostrare che questo equilibrio e instabile

2) Sottrarre una frazione di individui della specie 1 (proportional cropping)

%:Sf(V)Hl_mHl_kHl
e . . . m +k
L’equilibrio richiede di determinare k in modo che  f(V,) = <

Stessa difficolta del precedente: I’equilibrio e instabile
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Strategie di gestione (2)

1 Si adotta una strategia di prelievo della Specie 1 proporzionale al quadrato
della sua consistenza

dd"t' =s-f(V)-H,-m-H, —k-H,’

J In modo che la Specie 1 raggiunga I’equilibrio per il livello di pascolo (V, )
richiesto dalla specie 2, ottenendo il valore stazionario

s-f(V,)—m
k

H, =

Si dimostra che questo equilibrio e stabile

- IMPORTANTE: e sottinteso che tali politiche vanno applicate solamente
quando la specie 1 € in crescita dH, 20

dt
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