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Introduction

La logique linéaire a été introduite en 1987 par J-YR&RD. Contrairement a la logique clas-
sique, ou toutes les vérités sont éternelles, c’est unguegnon monotone ce qui la rend particulié-
rement adaptée pour raisonner sur des ressources. A padatie propriété, plusieurs travaux, et en
particulier ceux menés au Laboratoire d’Analyses et d'Retiure des Systémes du CNRS a Tou-
louse, ont montré que I'ont pouvait représenter et manipegeréseaux de Petri a I'aide de la logique
linéaire.

Cette représentation des réseaux de Petri a alors ét@etjigur effectuer des raisonnements
temporels sur des réseaux de Petri T-temporels. Cepenidanst)es travaux du LAAS les analyses ne
sont effectuées que dans le cadre de la sémantique faibfeedtaite pas I'urgence des évenements.
Cette urgence, prise en compte dans la sémantique fortan @sipect primordiale dans les systémes
temps réels. Des travaux antérieurs, réalisés a I'lRCCyhé da cadre de DEA, ont porté sur la
réintroduction de la sémantique forte dans I'analyse desatéx de Petri par la logique linéaire.

Dans ce rapport nous présenterons les principes de basadatgdue linéaire, puis nous étu-
dierons les méthodes proposées pour traduire et analysetdeaux de Petri a I'aide de la logique
linéaire. Nous verrons comment utiliser la logique linégiour effectuer des analyses temporelles des

réseaux de Petri T-temporels. Enfin, dans la derniére paotie présenterons les méthodes d’analyses
en sémantique forte.
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Chapitre 1

La logique linéaire

Théorie récente [1] et trés novatrice, elle a suscité undiogouement dans le domaine de la lo-
gique et de l'informatique théorique. Nous allons dans epithe présenter cette logique qui introduit
de nouveaux connecteurs par rapport a la logique classdmées présenterons également le calcul
des séquents qui est le formalisme syntaxique utilisé pquniraer la logique linéaire.

1.1 Limites de la logique classique

Des vérités éternelles

Pour raisonner sur des systémes dynamiques, la logiquequiasest inadéquate, principalement
a cause de sa monotonie. En effet la validité d’une projposite peut pas varier, c’est une veérité éter-
nelle. Ceci est illustré par le fonctionnement du connedtraplique: lorsque I'on écritA implique B
cela signifie que sil'on @&, alors on &B maisA reste vraie.

Pour combler cette limitation, des logiques temporellasvpet étre utilisées. Elles sont basées
sur la logiqgue modale. En logiqgue modale les vérités soraldsg limitées a un monde. Cependant
pour passer d'un monde a l'autre il est nécessaire de s'a&ppuy un graphe d’état.

Impossibilité de raisonner sur des ressources

Cette monotonie est également préjudiciable pour repr&sknnotion de ressource, qui est es-
sentielle dans les systémes dynamiques et dans les résedtetrd Si I'on essaye de raisonner sur
des ressources avec la logique classique, on aboutit a deslabs. Prenons I'exemple des cigarettes
présenté par ®RARD [1] et repris par GRAULT [2] :

On a la propriété : (P1) 3€
Onalesrégles: (Rl1) 3€=-unpaquetde Gauloises
(R2) 3€= unpaquet de Gitanes

Si on applique la régl¢R1) sur (P1) on obtientun paquet de Gauloise€ependant a cause de la
monotonie de la logique classiq@il) reste vraie, et on a donc :

un paquet de Gauloises e€3
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Puisque(P1) est vraie, on peut ensuite appliquer la re@®) sur(P1), ce qui nous donne :
un paquet de Gitanes e€3

et on se retrouve au final avec un paquet de Gauloises, untpie|@tanes etg. Ce raisonnement
est évident absurde au sens des ressources.

Le probleme de I'idempotence

Une des propriétés caractéristiques de la logique clessigul'idempotence des connecteurs ET
et OU qui spécifie que :
ANAS A et AVASA

Cette propriété entraine également en terme de ressowsebsurdités :
Sijai 1€ alors jai 1€ et 1€.

Ceci montre que I'on n'est pas capable avec la logique cjaegie compter le nombre de ressources.

On s’apercoit donc que la logique classique n'est pas aelqu@ér représenter des systemes dy-
namiques. Nous allons voir par contre que la logique limé@anipule tres naturellement la notion de
ressource.

1.2 Connecteurs de la logique linéaire

Pour créer la logique linéaire ISARD [1] a supprimé l'idempotence des connecteurs ET et OU.
Celal'a amené a créer un nouveau systeme de connecteurs.dearconnecteurs linéaires on trouve
une négation linéaire et huit autres connecteurs répartimis familles : les multiplicatifs, les additifs
et les exponentiels. La négation linéaire et les exporisrg@t des connecteurs unaires.

Connecteurs multiplicatifs

® fois conjonction multiplicative
®  par disjonction multiplicative
—o entraine implication linéaire

Connecteurs additifs

& avec conjonction additive
@ plus disjonction additive
~+  (aucun nom défini) implication additive!

Connecteurs exponentiels

I bien sar
? pourquoi pas

1Ce connecteur n'est pas mentionné par/&RD mais est théoriquement concevable. C'es/&LT [2] qui 'introduit
de la sorte.
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Voici quelques propriétés des connecteurs de la logigéaitie.

La négation linéaird)*, appeléenil, établit une dualité entre les connecteurs au sein de cHague
mille. Par exemple :

(A®B)* équivaut a A 2B

Elle constitue en ce sens la clef de volte du systéme. Eledesout comme son homologue de la
logique classique la propriété d’involution :

nil (nil (A)) équivaut a A

Entre les connecteurs il va exister plusieurs relationsistelaltivité ou de semi-distributivité.

Les connecteurfis et par sont les équivalents linéaires des connecteurs ET et Ollalsxgn a en-
levé la propriété d'idempotence. Cette propriété d'idetapoe est toutefois rétablie pour les connec-
teurs additifs et exponentiels.

Les deux implications peuvent étre définies, tout comme leunologue classique, a l'aide de la
négation linéaire et d'une disjonction :

A — B équivaut a A9 B
A~ B équivaut A A ¢ B

Les connecteurs de la logigue linéaire possédent des éigmeutres et des éléments absorbants qui
sont présentés dans le tableau 1.1

| Connecteur] Elément neutrg Elément absorbant

® 1 (un) 0 (zéro
S 1 (faux T (vrai)
& T (vrai)
® 0 (zéro

TaB. 1.1 — Elément neutres et éléments absorbants des consedeeiogique linéaire

Pour décrire plus précisement le fonctionnement de la laglopéaire nous devons tout d’abord
présenteé le calcul des séquents qui est le formalisme sgotaxtilisé par GRARD pour définir cette
logique.

1.3 Le calcul des séquents

1.3.1 Introduction

La logique propositionnelle classique est habituellent&iinie en utilisant la méthode axioma-
tique. Cette méthode définit la syntaxe de la logique par werable de propositions posées sans
condition,les axiomes
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Plusieurs ensembles d’axiomes sont envisageables, opaeexemple utiliser :

1. A= (B=A)

2. (A= B=C)=((A=B) = (A=0)))
3. (-B=-A)= ((-B=A) = B))

Des regles de déduction telles quariledus ponensu lasubstitutionpermettent de prouver des

théorémes a partir des axiomes ou a partir d'autres théardmeaégle dunodus ponenénonce par
exemple qusi A et A= B sont des théoremes alors B est un théoreme

Cette méthode a I'inconvénient que les démonstrationssegpicessentiellement sur lintuition.
Introduit en 1934 par le logicien Gentzen, le calcul des satgiest un autre formalisme syntaxique
qui ne comporte pas d’axiomes mais uniguement des réglesddetion. C'est ce formalisme que
GIRARD a utilisé pour définir la logique linéaire.

1.3.2 Notion de séquent

Un séquent est unééductionqui exprime que d'un ensemble de prémisses on peut déduire un
ensemble de conclusion. Toutes les prémisses et toutesnetusions sont explicitées. Sa forme
générale est la suivante :

AB,..FE,F,...

— A B, E, F sont des variables de formules propositionnelles. Ce samt desméta-variables

elles peuvent se substituer avec toute formule propositite

— le symbole-, appeléourniguet est unméta-connecteuqui sépare le membre droit contenant

les prémisses, du membre gauche contenant les concluBi@misses et conclusions sont des
suites de méta-variables séparées par une virgule, elle@mpedonc éventuellement contenir
plusieurs occurrences d’une méme formule.

— la virgule qui sépare ces méta-variables est égalememiéta-connecteurElle a un sens dif-

férent selon qu’elle est placée a droite ou a gauch@uluniquet

— le membre gauche est formé de la conjonction des prémiassgdent. La virgule a donc dans

ce membre le sens du ET en logique classique (cloidien logique linéaire).

— le membre droit est formé de la disjonction des conclusititnséquent. La virgule a donc dans

ce membre le sens du OU en logique classique (opaden logique linéaire).

On utilisera les notations suivantes :
i/ pour signifier qu’'un séquent n'est pas prouvable,
A - B pour signifier que les deux séquehis B etB - A sont prouvables,
A A+ B pour signifier que seul le séqueht- B est prouvable,
A A/ B pour signifierAl/ BetB ) A.

1.3.3 Notion de régle

Pour prouver la correction de la déduction exprimée par gues#t on applique lesxglesdu
calculs des séquents. Urigle exprime que de un ou de deux séquents prémisses on peutedéduir
séquent conclusion. Puisqu’elle s’appliqgue a des décgfjles séquents), une régle est uméta-
déduction Une regle a la forme générale suivante, avec éventuelkemneseul séquent prémisse :

séquent prémisse 1 séquent prémisse 2 R
> . nom de la regle
séquent conclusion
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Regles du calcul des séquents

Les regles du calcul des séquents sont divisées en troipegale groupe identitéle groupe
structureletle groupe logiquePour les décrireon considére dans ce qui suit geeG etH sont des
formules propositionnelles alors qlieet A sont des suites de formules propositionnelles qui consi-
tuent le contexte.

Le groupe identité contient deux régles : lagle identitéet larégle de coupureCes deux regles
sont communes a la logique classique et a la logique linéalles expriment des principes logiques
trés généraux. La regle identité est la seule régle axioest &'dire gu’elle ne nécessite aucun séquent
prémisse. La régle de coupure consiste a utiliser un lefpeur prouver un séquent.

Régle identité Regle de coupure
d rFF AFFH
FrF' rare

Le groupe structurel contient des régles qui opérent sur la structure du ségienbgique li-
néaire ce groupe ne contient que les régles d'échange qiemema virgule commutative dans le
membre droit et dans le membre gauche. En logique classigqastient aussi les régles de contrac-
tion et d’affaiblissement. Ces regles sont a I'origine dideimpotence des connecteurs ET et OU, et
leur suppression est a I'origine de la logique linéaire. Eatigue, on considére les régles d'échanges
comme implicites, c’est a dire que la virgule est commuégtde qui permet d’alléger les preuves [2].

Le groupe logique contient les régles d'introduction des connecteurs et destantes. Lu de
haut en bas ces régles introduisent un connecteur dans |bmeimit ou dans le membre gauche.
De bas en haut elles servent & supprimer un connecteur. parigxemple les régles d’'introduction
des connecteur®is etentraine:

LF,GHH r-F AFG

FFeGFH - FAFF®G R
FF A,GHH rFrG
[AF-GFH = FFF -G *°

L'ensemble des régles du calcul des séquents classiqug®(ld calcul des séquents linéaires (LL)
pourront étre trouvées en annexe A et B.

Hormis pour les régles d'identité et de coupure, tous lessndes régles possédent un label, soit
L soit R, qui indique le membre du séquent sur lequel ellessagit, soit le gauche soit le droit.

1.3.4 Preuve d’'un séquent

La preuve d'un séquent est réalisée en appliquant les régleas vers le haut. L'application d’une
regle est appeléaférence elle permet de réduire le séquent conclusion en un ou dewerés plus

2Nous décrivons ici les régles du calcul des séquents liggdituitionnistes, c'est & dire que les membres droits des
séquents ne comportent qu'une seule formule.
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simples a prouver. Une preuve possede ainsi une forme adeore dont le séquent conclusion que
I'on cherche a prouver est la racine. Pour que I'arboreseeles inférences soit umgeuve, il faut
que toutes les feuilles commencent par des régles axioraasggossedent pas de séquent prémisse).

Pour prouver un séquent, la stratégie est donc d’éliminéuraet a mesure toutes les occurrences
des connecteurs, jusqu’a ce qu'il ne reste que des séquenmtses prouvable par la régle identité. Ce-
pendant cette opération n’est pas purement mécaniquétd’dies inférences n’est pas arbitraire [2].

Voici en exemple la preuve du séquent de LK suiva®, A= BFBAA.
ArA'Y BrB'Y. o

A,A=BFB AFA '/\
AA A= BFBAA R
A,A=BFBAA

On s’apercoit que la preuve de ce séquent fait intervenidéerde contractio, qui n’est pas
présente dans LL. Ceci nous montre la différence entre igueginéaire et la logique classique. La
prouvabilité de ce séquent est I'expression de la monotimia logique classique. La suppression de
la régle de contraction (et de celle d’affaiblissement) esmet plus de prouver un séquent analogue
en logique linéaire ce qui la rend non monotone. En effegdgpient de LL suivantA; A—BFB®A
n'est pas prouvable.

1.3.5 Reégle de coupure

Cette regle est trés particuliere, c'est la seule régle detde LL a introduire dans ses séquents
prémisses une formule exogene au séquent conclusion. @ediste a utiliser un lemme intermé-
diaire, ce qui est une méthode trés utilisée en mathématiqiependant, il existe dans LL et dans LK
un théoréme trés important qui peut s'énoncer ainsi :

La régle de coupure est redondante.

Ce théoreme signifie que tout séquent prouvable peut I'ame Butilisation de la régle de coupure.
Il existe un algorithme de2duction des coupuregui permet d’éliminer les inférences de la régle de
coupure dans une preuve en les faisant remonter vers lesrggé@xiomes.

1.4 Fragment MILL de la logique linéaire

Un constat s'impose : la logique linéaire propositionnelst indécidable [2]. Cela signifie qu'il
n'existe pas d'algorithme permettant de déterminer la yabilité d’'un séquent quelconque de LL.
Pour pouvoir étudier des problémes de logique linéaire olingte donc a certains fragments qui
excluent certains connecteurs. Ces fragments sont tigitegddinis de telle sorte qu’un séquent du
fragment considéré, prouvable dans LL, le soit aussi dafimgment.

Dans notre application de la logique linéaire aux réseauedie on se limitera au fragment MILL
(Multiplicative Intuitionnistic Linear Logic) qui est réok aux deux seuls connecteurs multiplicatifs
fois et entraine On considére de plus dans ce fragment que le membre droégliest ne contient
gu’'une seule formule. Ce fragment nous sera suffisant pquiregr les réseaux de Petri et la prou-
vabilité d’'un séquent devient dans ce fragment un probléedinplet[2].

3Cet exemple est tiré de la thése de R@JLT [2], cependant nous ne faisons pas apparaitre dans la desuségles
d’échanges.
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1.5 Manipulation de ressources en logique linéaire

Maintenant que nous avons définit les connecteurs de lauedinéaire et le calcul des séquents
nous allons voir qu’elles interprétations donner aux s@tpuet aux connecteurs (en ce limitant au
fragment MILL) pour raisonner sur des ressources. Nous apescevrons alors que la logique li-
néaire permet d'outrepasser les limites de la logique idasgjue nous avions exhibées au début de
ce chapitre. Cette interprétation est un court extrait dle oéalisée par F.RAULT dans sa these [2].

Interprétation d’'un séquent au sens des ressources

Un séquent représente umetion sur des ressources. Dans le membre gauche on trouve les
consommeéde I'action et dans le membre droitpeoduit de I'action. Dans les deux membres, chaque
formule de logique linéaire représente uassourcegui peut étrecomposési elle fait intervenir des
connecteurs, ou atomique sinon.

Limplication linéaire —o

L'implication linéaire entraineposséde le sens du tourniquet. Du point de vue des resspurces
A —o B est ungessource d'actionElle exprime la possibilité de produire un exemplaire detsource
B a partir d'un exemplaire de la ressource A. Cependant pattduction ne peut étre effectuée qu’une
seule fois car lors de la production I'exemplaire Ale- B est consommé, d’'ou le termessource
d’'action. Le séquent suivant :
A,A—-BFB

exprime la transformation d’une ressource A en une resedBré¢.a prouvabilité de ce séquent et la
non prouvabilité du suivantA, A— BF B® Arend la logique linéaire non monotone, c'est a dire
que la valeur de vérité d’'une formule n’est pas fixe.

lllustrons ceci sur un achat dans une boulangerie. Linagibm 2€ — 1pain signifie du point de
vue du client qu'un pain est en vente au prix d& Le client posséde au départ la ressouréeel
la ressource €& — 1pain qui lui indique une possibilité d’achat. L'achat d’pain par le client est
exprimeé par le séquent :

1€, 1€ — 1paint 1pain

Au final le client ne possede plus que la ressoyra®m. La consommation de la ressource d’action
indique qu’un pain en moins est en vente dans la boulandg@rien’y a plus de pains, la ressource
d’'action n’est plus consommable.

La conjonction multiplicative ®

La conjonction multiplicativefois a le sens de la virgule dans le membre gauche d'un séquent
ce qui s’exprime paA, B+ A® B. Ainsi la regle d'introduction a gauche de ce connecteusiste
simplement a remplacer dans le membre droit une occurre@da drgule par®. Le connecteur
fois est I'équivalent linéaire du connecteur classique ET. @daet il ne posséde pas la propriété
d'idempotence, c'est a dilk® A A A.

En terme de ressource, il traduit un cumul conjoint de resssu Le rejet de I'idempotence nous
permet de compter les ressourcAsp A signifie que I'on considére 2 exemplaires de la ressource A
ce qui est différent de 1 exemplaire ou de 3. On utilise latiwtaaccourcieA®" pour compter les
exemplaires d’'une ressourgée
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1.6 Conclusion

Le logique linéaire peut donc étre interprétée comme uniglegdes ressources. Elle n'est pas
monotone et ne possede pas la propriété d'idempotence dai garmet d’exprimer les notions de
consommation, de production et de cumul de ressources. rGpsgiés vont permettre a la logique
linéaire d’exprimer le fonctionnement des réseaux de Petri



Chapitre 2

Formalisation des réseaux de Petri en
logique linéaire

Les réseaux de Petri ont été introduit en 1962 parICADAM PETRI. On leur connait de nom-
breuses applications dans les protocoles de communicdionmmande d’ateliers de fabrication, la
conception de logiciels temps réel et/ou distribués, letsyes d’'information (organisation des entre-
prises) ou les interfaces homme-machine. Il sont notamenkmtigine de la norme BAFCET utilisée
dans les ateliers de production pour la programmation désmates Programmables Industriels.

Nous allons voir dans ce chapitre leur utilisation pourdiéation des performances des systéemes
a évenements discrets mais avec une approche par la logigaére, basée sur les « éveénements »
alors que les approches classiques sont orientées « états ».

2.1 Intérét de I'approche par la logique linéaire

Dans la représentation des systémes a évenements dikesetsseaux de Petri sont au carrefour
de différentes approches.

lIs sont classiqguement étudiés par des méthodes orientéedse qui construisent le graphe
d’'états du systéme. Le premier probléme est que face a desrmscomplexes la construction de ce
graphe d'états entraine une explosion combinatoire. L&idme probléme est que ces méthodes ne
traitent pas le parallélisme « vrai » alors que les résealetie en sont capables grace aux multiples
jetons. Elles ne traitent qu’'un parallélisme « logique » fjJi est réalisé par entrelacement. Il ne
peut en effet y avoir qu’un seul changement d’état a la fois.r€présente donc deux événements
paralléles par le choix de celui qui arrivera en premiexigie I'autre. Enfin, le dernier probléme que
I'on peut soulever est que ces méthodes utilisent une reqaon matricielle du réseau qui lorsgu’il
devient complexe demande beaucoup d’espace inutile. Eh affe majeure partie de ces matrices
sera constituée de zéros.

L'approche par la logigue linéaire est quant a elle oriert@eenements », les événements étant les
franchissements de transitions. La structure du résedtadsite en logique linéaire et I'on conserve
ainsi un parallélisme «vrai ». On s'intéresse a des scénaldotir, c’'est a dire un ensemble non
ordonné de franchissements de transitions. Ceci a I'agarda ne pas nécessiter la construction du
graphe d’états. De plus on ne va manipuler que les élémeuntsisels strictement nécessaires ce qui
permet de limiter le volume de données a manipuler.

17
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2.2 Définitions d’un réseau de Petri

Nous allons rappeler les principales définitions sur lesaés de Petri.

2.2.1 Structure et marquage

Définition 1 (Réseau de Petri)
Un réseau de Petrk est un quadrupleR =< 2,7 ,Pre,Post> ol :
— ? =(p1, P2, ---,Pn) €St UN ensemble fini de places,
— 7 = (tg,tp,...,ty) est un ensemble fini de transitions,
— Pre: Px T — N est I'applicationplaces précédentes
— Post: P x T — N est I'applicationplaces suivantgs

Définition 2 (Marquage)
Le marquage M d’'un réseau de Petri est une application R4— N qui correspond a un état du
réseau.

Définition 3 (Réseau Marqué)

Un réseau de Petri marqué est le couple=< % ,Mp > ou :
— ® estun réseau de Petri,
— Mg est le marquage initial.

2.2.2 Représentations d’'un réseau de Petri

On peut représenter un réseau de Petri de différente maniére

Représentation graphique

Un réseau de Petri peut étre représenté sous la forme d’'pheypmssédant deux types de noeuds :
les places et les transitions. Un arc relie la plp@ela transitiort si et seulement $re(p,t) #0 etla
valuation de I'arc est alors égaléae(p,t). De maniére similaire, un arc relie la transitioa la place
p si et seulement $Post( p,t) =~ 0 et la valuation de I'arc est alors égal®ast p,t).

Les places sont représentées par des cercles et les tasgitar des rectangles. Le marquage
d’'une place est quant a lui représenté par des points plaréslels places, un point correspondant a
un jeton. Un exemple de graphe associé a un réseau de Peiressinté sur la figure 2.1.

Notation matricielle

Les applicationplaces précédentast places suivantepeuvent étre représentées sous forme ma-
tricielle. Voici par exemple, la représentation matrigelu réseau de Petri de la figure 2.1 :

P = {Pb P27 P3} T = {T17T27T37T4}

T T, Tz T, T T, T3 T,

PP/O0O 1 0 O PP/1 0 O O
Pe=P 1 0 3 0 Post=P,| O 1 O 3
P;,\O O O 1 P;,\O O 1 O
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T1 T3

T2 T4

FiG. 2.1 — Représentation graphique d’'un réseau de Petri marqué

On utilise également la matri€@= Post— Pre appeléematrice d’'incidencedu réseau de Petri.

Le marquage du réseau sera quant a lui représenté par uaniactexé par les places du réseau.
Le marquage du réseau de Petri de la figure 2.1 est donc ref§se le vecteur :

P /0
M= P |3
P\ 0

On représente également sous la forme d’'un vecteur lesresotles matriceBre et Post asso-
ciées a la transitiohet on les note®re(.,t) et Post(.,t).

Représentation par un systéme de régle

Un réseau de Petri peut également étre représenté par @émsyde regle. Cette représentation
se rapproche de la représentation des réseaux de Petri jogidae linéaire qui sera détaillée par
la suite. Plus particuliérement, un réseau de Petri esésepté a I'aide d’'une classe patrticuliere de
systéme de régle appelée grammaire, qui est un systémeatitur@de mots.

Pour cela, on se donne un alphabet et un ensemble de réglééatiure. L'alphabet est I'en-
semble des identificateurs des places. Le marquage du réstean mot écrit a I'aide de cet alphabet.
Chaque transition du réseau est traduite par une régle détuéé.

Dans I'exemple de la figure 2.1 :

— l'alphabet es{Py, P, Ps},

— le marquage initial es%,P,P,, ce que I'on notePS

— les régles de réécritures associées aux transitions sont :

T]_Z P2—>P1
To: PP—P
T3 : Pg’—>P3

Ta: Py P2
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2.2.3 Sensibilisations et franchissements de transitions
Transition franchissable

Une transitiort est franchissable (ou sensibiliséeenabled a partir du marquag®! si et seule-
ment si :
Vpe®, M(p)=Pre(pt),

ce que I'on noteM > Pre(.,t) ouM(> ouM L.
Dans I'exemple de lafigure 2.1 on a:

0 1 0 0 0
Pre(.,T1)= | 1| Pre(.,To) =[O | Pre(.,T3)= | 3| Pre(.,,Ts) = | O | etMog= | 3
0 0 0 1 0

Il s’en suit queT; et T3 sont sensibilisées pour le marquage inikig alors quer, et T4 ne le sont pas.

Franchissement d’une transition

Si la transitiont est sensibilisée pour le marqualye le franchissement (ou tir ofiring) det
donne un nouveau marqualy® tel que :

Vper, M (p)=M(p)—Pre(p,t)-+Postp,t)

ce qui s’écrit en notation vectorielld’ = M — Pre(.,t) + Post(.,t). On utilisera également pour signi-
fier le franchissement dees notationdvi(t > M’ ouM L.

Dans I'exemple de la figure 2.1 le franchissement de la tiangi donne le nouveau marquage :

1 0 0 1
21 =13]—-|1]+{0
0 0 0 0

ce que I'on visualise sur la figure 2.2. Apres ce franchissgnoe sonfl; et T, qui sont sensibilisées.

(a) Marquage initialT; et Tz sont sensibilisées. (b) Apres le franchissement dg, T; etT, sont sen-
sibilisées.

FiGc. 2.2 — Franchissement d’'une transition dans un réseau de Pet
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Séquence de franchissement

SiMp L, M1 etM; b, M, on dit que la séquendg;ty, est franchissable a partir didy, ce que I'on

note :
Mo =¥ M

Le vecteursdont les composantest) sont les nombres d'occurrences des transittauiesns une
séquence de transitiaest appel&ecteur caractéristiquees. Sa dimension est égale au nombre de
transitions du réseau de Petri.

Dans 'exemple de la figure 2.1, on peut considérer la ségudadranchissemerst= Ty; Ty; T,
qui produit les marguages suivants :

0

T, /2
_ 11
= nlo
T, \0

Equation fondamentale d’un réseau de Petri
Les évolutions du marquage d'un réseau de Petri sont dopaéd'equation :
M’ =M — Pre.s+ Posts
ce gue l'on peut également écrire :
M'=M4+C.s avec M>0,5>0

Cette équation est appelée équation fondamentale d’'uauéePetri.

Il faut toutefois noté que toute solutiade I'équation fondamentale ne constitue pas une sé-
guence de transition effectivement franchissable du neaeM vers le marquag®!’. Il faut égale-
ment vérifier que toutes les transitions de la séquence smmtHissables a partir de leur marquage
intermédiaire.

2.2.4 Conflits et parallélisme

Définition 4 (Conflit structurel) Deux transitionsi et t, sont en conflit structurel si et seulement si
elles ont au moins une place d’entrée en commun :

dper Pre(p,ty).Pre(p,ty) #0

Définition 5 (Conflit effectif) t; et b sont en conflit effectif pour un marquage M si et seulement si
elles sont en conflit structurel et :
M > Pre(.,t3)

M > Pre(,,tp)
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Définition 6 (Parallélisme structurel) Deux transitionsi et t, sont paralléles structurellement si le
produit scalaire suivant est nul :

(Pre(.,t1))T x Pre(.,ty) =0
C’est a dire qu’'elles n'ont aucune place d’entrée commune.

Définition 7 (Parallélisme effectif) t; et t, sont paralleles pour un marquage M si et seulement si
elles sont paralléles structurellement et :

M > Pre(.,t3)

M > Pre(.,tp)

2.3 Traduction des réseaux de Petri en logique linéaire

A la base du fonctionnement des réseaux de Petri on trouveotems de consommation et de
production de jetons. Ces notions nous l'avons vu sont asérmaductibles en logique linéaire.
La traduction des réseaux de Petri en logique linéaire a éhenvisagée peu de temps apres la
publication de cette nouvelle théorie. Plusieurs approcm été envisagées,iRULT fait dans sa
thése [2] une étude critique des différentes techniquesaditittion proposées. La traduction que
nous allons détailler est celle développée au LAAS [2, 31 8¢prise dans les travaux déja réalisés a
'IRCCyN.

2.3.1 Traduction de la structure du réseau

Soit un réseau de PetR = (2,7 ,Pre Post). A chaque place € » on associe un atome pro-
positionnelP. L'ensemble des formules propositionnellesassociées aux placgsde £ constitue
I"alphabet logiquedu réseau de Petri. A partir de cet alphabet on va écrire desifes de LL qui
vont représenter la structure du réseau de Petri.

Marquage

Un marquage du réseau est traduit par une conjonction deuress, donc en utilisant le connec-
teur®, les ressources étant les jetons du marquage. Dans cettdéorhaque ressour&sest présente
au temps de fois qu'il y a de jetons dans la placde maniére générale, un marquagale g se
traduit par la formuléM de LL définie par :

M = ®A‘§m(p)

peP

oum(p) est la multiplicité de la place dans le marquage.
Dans I'exemple de la figure 2.1, le marquage initial du résesatraduit par la formule de LL :

P, @P,® P, =Py
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Transitions

Chaque transitioh € 7 de % est traduite par une formule implicative utilisant le corteer —o.
Le membre droit du connecteur est le marquage de pré-condié la transition, le membre gauche le
marguage de post-condition, ils sont tous les deux expriniéide d’'une formule e®. Ceci s’écrit :

t: X P—0 & P

iePre(pi.t) ocPost( po,t)

Cette formule traduit bien le sens d’'une transition dansseau de Petri : elle consomme le marquage
d’entrée pour produire le marguage de sortie.
Dans I'exemple de la figure 2.1, les transitions sont tragdypiar les formules suivantes :

T]_I P2—OP1
T2: P1—0P2
T3: P,eP®P, — P;
T4: P3—o PPk

2.3.2 Traduction du fonctionnement du réseau

Alors que la structure du réseau n’est traduite qu'a I'aiddaitmules de logique linéaire, pour
traduire le fonctionnement du réseau, c’est a dire le frasement des transitions, nous utilisons la
notion de séquent.

Le franchissement d’'une transitiora partir d’'un marquage pour donner le nouveau marquage
m' est exprimé par le séquent suivant :

M, TFM

ou M et M’ sont les formules de LL associées aux marquages m' et T est la formule de LL
associée a la transitidn
Le franchissement d’'une séquence de transttiftp; . . . ;t, est exprimée de maniére similaire par
le séquent :
M, Ty, To, ..., Ta EM

Dans [2] il a été démontré que tout séquent de ce type estgbtisi et seulement si le marquage
est accessible & partir du marquage

Remarques

1. Les formules de LL associées aux transitions sont corfedé&omme des ressources. Elles sont
donc consommeées par le séquent de la méme maniére que leagardunsi dans I'exemple
de la figure 2.1, pour franchir la séquengg;;t; il faut utiliser deux ressources d’'actidn ce
qui ce traduit par le séquent :

P8, Ty, Ty, ToF PL@ P52

2. Une séquence de transitions est totalement ordonnéeoitae dans un séquent les transitions
ne sont pas ordonnées, la virgule étant commutative. Ureséaie LL représente donc I'en-
semble des séquences de transitions permettant d’accadenarquage donné avec le nombre
de franchissements donnés.
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2.3.3 Preuve d'un séquent

Pour réaliser la preuve d’'un séquent exprimant I'accdgsiloi'un marquage, nous utilisons prin-
cipalement les deux régles du calcul des séquents suivantes

rLABFC r-A A,BFC
rARBFC - A, A—-BFC

L

La regle®, permet de déconnecter le marquage afin de rendre les jetbsshles indépendam-
ment. Dans le réseau de la figure 2.1 en appliquant cetteagggdir du marquage initial on passe de
P2®3 aP,,P,,P,. Ceci permet de déconnecter les trois jetons de la fhag®ur pouvoir par exemple
en utiliser un seul pour franchir.

Laregle— permet d'effectuer le tir d’'une transition. Pour cela orireatles ressources les jetons
consommeés et la ressource de la transition tirée. Ceci piradinoite un séquent prémisse qui est, si
la régle est correctement appliquée, trivial a prouver,gdudche un séquent qui représente le réseau
de Petri aprés le tir de la transition et qui contient lesditions restantes.

Les deux regledd et @g pourront étre utilisées pour simplement terminer de marnigoureuse
les preuves. Sans ces regles on peut considérer que la mstuverrecte lorsque toutes les feuilles
sont du typeAF AoQu A, Ag,...,AnF A1 AR ... ®An.

Remarque : au cours de la preuve, lorsque I'on considére les atomesndéctés du membre
gauche d'un séquent, on ne parlera pas de marquage nésapel’ couranteNous verrons en quoi
difféerent ces deux termes lorsque I'on étudiera les résdalXetri temporels dans la partie 3.2.

Algorithme de preuve canonique

L'algorithme suivant proposé par RAVETTE du LAAS permet de prouver un séquent exprimant
I'accessibilité d’'un marquage. La régle est appliquée en choisissant une transition candidate dans
I'ordre lexicographique. Cet ordre arbitraire permet dadisér des preuves canoniques, c’'est a dire
que pour chaque séquent un arbre de preuve unique est céoutés de parallélisme ou de conflits
plusieurs ordres de tir existent. Pour étudier 'ensemee abmportements il faudrait donc réaliser
plusieurs arbres de preuves. Cependant nous verrons dilisant des annotations temporelles nous
pourrons nous contenter de I'arbre de preuve canonique,aitisrpour étudier le parallélisme.

Appliquer la réglexL au temps de fois que nécessaire pour transformer le mardpitigeen
une liste d’atomes séparés par la virgule
Tant que la régle — L est applicablgc’est a dire si le marquage d’entrée d’au moins une des

transitions est inclus dans la liste d’atomes de I'étaperaate) Faire
- Appliquer la régle— L a la transition candidate figurant en premier dans I'ordre

lexicographique
- Terminer la preuve du séquent gauche généré en utilisaréicessaire, la régleR
- Appliquer, si nécessaire, la regid au séquent droit

Fin Tant que

Algorithme 1 : Algorithme de preuve canonique

Considérons le séquent suivarﬁz@, T3, Ta P2®3 qui correspond a la séquence ddijt, pour
le réseau de Petri de la figure 2.1. L'arbre de preuve canemnique séquent fournit par cet algorithme
est présenté sur figure 2.3.
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prp, 9 Brp, M
Id =2 ®R
PP, P, P> - P
RrR 'Y BER ! Py, Py, Py - P33
Rrp, ' P, P, I- P52 p3rp3 ¢ Py 3 - Py
®3 “R ©3_ p@3 —L
P, Py, P> - Py P3,P3— Py3 P ]

Py, P2, P2, P3?® —o P3,P3 — P31 P33
P53, Py — P3,P3 —o Py - Py3

FIG. 2.3 — Arbre de preuve canonique d’'un séquent

2.4 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que les réseaux de Petri gidaddinéaire sont deux théories
trés proches. Il est ainsi facile de traduire un réseau dedPdbgique linéaire. Il existe un algorithme
permettant de réaliser des preuves canoniques de séqupriteant des scénarios sur des réseaux
de Petri et ainsi de démontrer I'accessibilité d’'un marguadpus allons maintenant voir que cette
approche des réseaux de Petri par la logique linéaire peutrés intéressante avec les réseaux de

Petri T-temporels.
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Chapitre 3

Analyses temporelles des réseaux de Petri
T-temporels

Les réseaux de Petri ordinaires définissent des relatiocawsalité entre événements. Le temps
est donc pris en compte de maniére qualitative. Les résealetti T-temporels sont un modéle de
réseau de Petri qui prend en compte le temps de maniére tgtigati Nous allons voir en quoi la
logique linéaire peut étre utile dans I'analyse de ces tésea

3.1 Réseaux de Petri T-temporels

Définition 8 Un réseau de Petri T-temporel est une paire\(, 7 > ou :
— A estun réseau de Petti 2,7 ,Pre, Post> muni d'un marquage initial M,
— I est une fonction qui a chaque transition t fait correspondreintervalle fermé rationnel
i(t) = [Bs,, (1), Bs,.,(t)] Qui décrit unedurée de sensibilisation

Sémantique faible des réseaux de Petri T-temporels

Une transition sensibilisée ne peut étre franchie que sisedle sensibilisation est comprise dans
I'intervalle i(t). On associe donc a chaque transition sensibilisée unegeor(6) qui comptabilise
le temps écoulé depuis la sensibilisation de la transitidriétat du réseau est donc définit par le
marguage courant et par la valeur des horloges associéésaasitions sensibilisées.

Pour faire évoluer le réseau il existe deux types de changediétat. Le premier consiste a
franchir une transition sensibilisée dont I'horloge eshpdse dans l'intervalle de sensibilisation. Ce
franchissement est immédiat. Les transitions nouvelléraensibilisées par ce franchissement ont
leur horloge initialisée a zéro. Les horloges des transstiqui étaient déja sensibilisées ne sont pas
modifiées. Le deuxiéme type de changement d’état est I'éotarit du temps. On augmente alors
toutes les horloges de la durée écoulée.

En sémantique faible il n'y a pas d’'urgence pour le tir d'uasition. En cas de conflit, on peut
décider de ne pas tirer une transition pour réserver un j@an une autre transition en conflit.

3.2 Algorithme de VALETTE avec estampilles temporelles

Cette algorithme est présenté dans [4, 5]. Il reprend ltitlgme de preuve canonique mais au
cours de la preuve des estampilles temporelles associget@ues sont calculées. Ces estampilles

27
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vont permettre de déterminer la durée d’'un scénario.

3.2.1 Estampilles temporelles

On associe a chaque atome une estampille temporelle. Gtttmplle est la date d’'arrivée du
jeton dans la place, c’'est a dire la date de production duaj&les estampilles sont calculées de ma-
niére symbolique a I'aide des durées de sensibilisatiorirdasitions. Elles permettent de déterminer
les relations de précédence entre les franchissementrastivas et de calculer la durée totale d’'un
scénario.

On peut également associer a un atome une date de consomn@iiooteraA(Dy,.) un atome
dont la date de production €, et qui n'a pas de date de consommatioA@,, D) si il a une date
de consommatiob.

En calculant la differenc®. — D, on détermine ladurée de séjoud’'un atome, c’est a dire la
durée de séjour du jeton dans la place correspondante.

Etape courante

Lors d’'une preuve, dans le membre gauche d'un séquenttdadiastomes séparés par le méta-
connecteur "," est appelé&tape courante

Une étape courante ne correspond pas nécessairement a quageeffectivement atteint lors
d’'un scénario. En effet, selon leur date d’arrivé et leuédutte séjour, les jetons d'une étape courante
peuvent coexister ou ne pas coexister simultanément. Ainprésence dans une preuve d’'une étape
courante du typé\(Dp,,Dc,),B(Dp;,Dc;) nimplique pas que le marquagex B soit atteint. Il est

par exemple possible que le jetdrsoit consommé avant que le jetBme soit produit.

3.2.2 Calcul des estampilles temporelles

Lors de I'application de la régle<, qui permet le tir d'une transition on effectue le calcul des

estampilles temporelles.

— La date de production du marquage produit par la trans@girégale au maximum des dates
de production des atomes consommés augmenté de la duréesiglisation de la transition
tirée.

— Les autres atomes conservent leur estampille temporelle.

La date de production calculée est |la date de tir de la tiansiDn peut associer cette date aux atomes
consommeés en tant que date de consommation.

3.2.3 Algorithme

L'algorithme de VALETTE avec annotation temporelle (Algbme 2) n’est applicable que sur
des scénarios complétement spécifiés. Cela signifie qutlloiteqpas comporter de conflits non réso-
lus. La classe des réseaux de Petri qui sontgiaghes d’événemenrtpermet de s’assurer que les
scénarios sont complétement spécifiés. Ce point sera déatans la partie 3.3.

On calcule avec cette algorithme les dates de productioroute les jetons impliqués dans le
scénario. On peut notamment en déduirellaée du scénarioElle est égale a la différence entre
le maximum des dates de production du marquage final et lenmzxides dates de production du
marquage initial.

1Deux transitions n'ont pas de places d’entrée ou de sortierame.
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Vérifier que le fragment du réseau correspondant au scérestiain graphe d’évenements
Appliquer la réglexL : les estampilles temporelles des atomes de I'étape cousamie
initialisées & 0

Tant que la régle — L est applicablg~aire

- Appliquer la régle— L a la transition candidate figurant en premier dans I'ordre
lexicographique F'estampille temporelle du marquage produit est égale aximam des
estampilles des atomes consommés augmenté de la duréesitilisation de cette
transition ; les autres estampilles sont inchangées

- Terminer la preuve du séquent gauche généré en utilisaréicessaire, la régleR

- Appliquer, si nécessaire, la regid au séquent droit I'estampille temporelle des
atomes déconnectés est égale a celle du marquage

Fin Tant que

Algorithme 2 : Algorithme de preuve avec estampilles temporelles

3.2.4 Application sur un exemple

Considérons le réseau de Petri de la figure 3.1. Il ne prépaatde conflit mais deux transitions en
paralléle T, etTs. Nous allons étudier le scénario définit dans le séquerasui?,, Ty, To, T3, T4+ Ps.

P2 [1:4]

P3 3 P5
[2;5]

FiG. 3.1 — Réseau de Petri avec parallélisme

Voici I'arbre de preuve produit par I'algorithme 2, décorspeen différentes parties.

Franchissement dg :
P2(dy,.),P3(d1,.), T2, T3, T4 - P6
P1(0,d;) - P1 P2 P3(d1,.),T,, T3, T4+ P6

P1(0,.),P1—- P2 P3,T,, T3, T4 - P6

—o

Franchissement d& puis deTs :

I P3(d1,d1—|—d3) FP3 Id P4(d1+d2,.),P5(d1—|—d3,.),T4 F P6

P2(dy,dy + dp) F P2 P3(dy,.),P4(d; + d,.),P3— P5, T, - P6
P2(dy,.),P3(dy,.),P2 — P4,P3 —o P5 T, P6

—o

—o0

Bien que paralléles, il faut dans la preuve donner un ordifeasiehissement entr® et Tz. Cet ordre
est arbitraire, nous choisissons I'ordre lexicographiqiependant les estampilles temporelles calcu-
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lées prennent correctement en compte le parallélisme Engtels.

Franchissement dg, :

P4(dy+d»,Dr,) - P4 'Y P5(d,+ds,Dr,) - P5 ©

P4(dy + dy, D, ), P5(ch + d3, D7) - PA® P5 =R P6(D1,,.) - P6
P4(dy + dp,.),P5(dy + 03, .), PA4® P5 —o P6 - P6

Id

—o

Dr, est la date de tir de la transitidia, Dy, = maxd; + dz,d; + ds) + ds.

Résultats

Le tableau 3.1 récapitule les dates de production et de ounsation calculées pour chaque jeton
utilisé dans le scénario.

Atomes| Date de production Date de consommation
P 0 dp
P, di di+d;
Ps di di1+ds
Py di+dy Dr,
Ps di+d3 D,
Ps Dr, :

TAB. 3.1 — Estampilles temporelles calculées par l'algoritii@&ALETTE

La durée du scénario est égale a la date de production dmed?g Elle donc égale a :
maxdy + dp, dy + dz) +ds = di + maxdz, dz) + da

En regardant les dates de productiorPget Ps on s’apercoit que le parallélisme diget Tz a bien été
pris en compte. En effet, pol sa date esd; + d, ce qui indique uniqguement une précédence entre
T, et T,. De méme pouPs, T3 ne précede qué; alors que dans I'arbre de preuVga été tirée aprés
To.

L'avantage de cette algorithme est que I'on obtient dessdfatenelles qui sont plus riches en
informations que des valeurs numériques. On peut de plestaér plusieurs applications numériques
en faisant varier les longueurs des intervalles de seissitdn.

3.3 Retour sur la notion de scénario

Un scénario est un ensemble non-ordonné de transitions.c8gkespond a un ensemble de com-
portements du réseau de Petri. A un scénario peut corresp@hasieurs arbres de preuves selon
I'entrelacement des transitions. Cependant, en noussgant a un seul de ces arbres, construit de
maniére canonique, donc unigue pour chaque séquent, novsrzoen déduire des informations tem-
porelles valables pour tous les entrelacements. Ainsi Baxemple précédent la durée calculée pour
le scénario étudiée est valable pour I'entrelacement tthazss I'arbre de preuvel{ avantTs) mais
aussi pour l'autre entrelacemefis @vantTy).
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Cependant ceci n’est possible que si le scénarie@sipletement spécifien effet en présence
de conflits, il sera nécessaire de calculer plusieurs ardeesreuves pour étudier I'ensemble des
comportements d’'un scénario.

3.3.1 Conflits de transitions et conflits de jetons

Nous allons définir ces deux notions de conflit qui sont nedata I'arbre de preuve d'un scénario.
Considérons un scénario exprime par le séquent suivant :

EtapeMe; — Mg, . .. Men — Mgn F Marquage

Définition 9 (Conflit de transitions) Deux transitions;tet t; du scénario sont en conflit si 'un des
atomes de I'étape couranktapeest inclus dans les préconditions getide §. Les conflits considérés
ici ne sont pas nécessairement des conflits effectifs.

Cette définition étend la définition de conflit donnée dansittign2.2 afin de I'adapter a la logique
linéaire.

Considérons comme exemple le réseau de la figure 3.2(a) edhagoP, @ P>, T1, To, Ts F Ps®
P,. Les deux transitiongd, et Tz sont en conflit. Si I'on tireT, avantTs, la durée du scénario est
maxdp,d; + dy), alors que si I'on tifT, aprésTs, la durée estnaxds, d; + dy).

(a) Conflit de transitions (b) Conflit de jetons

FIG. 3.2 — Conflits de jetons et de transitions

Définition 10 (Conflit de jeton) Il'y a un conflit de jeton si I'étape courankgapecontient un nombre
de jetons dans la place P supérieur au nombre de jetons reéicessu tir d’une transition t du scé-
nario et si les labels temporels de ces jetons sont non toethe ordonnés.

Le réseau de la figure 3.2(b) présente un conflit de jetons.fiehdans le scénario suivant :
PLo P, T, To, T3 - P3® Py le tir de T3 pourra se faire soit avec le jeton provenant du tirTgesoit
par celui provenant d&,. Dans le premier cas la durée du scénarionesxdy,d; + d3) et dans le
deuxiememaxd;,d; + d3).

3.3.2 Scénarios completement spécifiés

Définition 11 Si au cours de la preuve d'un séquentdit M’ il apparait un conflit entre des je-
tons ou entres des transitions, alors on dit que le scénagfind par ce séquent est incomplétement
spécifié.
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Dans ces scénarios il est nécessaire d’effectuer des ckiepnes pour completement spécifier le
scénario. Plusieurs arbres de preuves seront alors nigesgsaur étudier de maniéere exhaustive le
scénario.

L'algorithme de VALETTE se restreint donc a des scénarigamletement spécifiés car il ne peut
fournir qu’un seul arbre de preuve. Cependant, la définifiom scénario complétement spécifié est
dynamique. Il est en effet nécessaire pour la vérifier dtffer la preuve du scénario puisque les
définitions des conflits de transitions et de jetons sontiveaa une étape courante de la preuve.

Toutefois, il existe une condition suffisante. En effet, iéseaux de Petri qui sont des graphes
d'événements, c'est a dire tels que deux transitions dawés®nt aucune place d’entrée ou de sortie
commune, assure gque les scénarios sont completement &péCiéitte contrainte peut ne pas étre
appliquée a tout le réseau mais seulement au sous-réselguingans le scénario. Cette vérification
est donc effectuée au début de 'algorithme.

3.3.3 Parallélisme et logique linéaire

Le parallélisme est une des caractéristiques principaeséaseaux de Petri. La possibilité de créer
plusieurs jetons permet en effet a plusieurs activités diésauler en parallele. Dans les approches
orientées « états », ce parallélisme des réseaux de Pedrignie en compte que par I'entrelacement
des franchissements. Ceci peut entrainer des problemes$éiade de certaines propriétés. En parti-
culier, dans les réseaux de Petri T-temporels, I'explonatie I'espace d'états peut étre effectuée par le
graphe des classes. Sil'on étudie certaines propriétgsoteties avec ce graphe, telles que la durée
d’'un scénario, on aboutit a des erreurs [4] qui sont duesadiace de parallélisme vrai.

L'approche par la logique linéaire permet elle de prendre@npte le parallélisme vrai. Tout
d’abord un séquent de logique linéaire ne précise pas dandire les transitions. Ainsi il représente
tous les entrelacements possibles entre ses transitions.lé>prouver, un seul arbre de preuve est
nécessaire. Ensuite, pour effectuer des analyses terngsonebus associons a chaque jeton un label
temporel. Ces labels sont indépendants entre eux, ainsidiotir d'une transition, seuls les labels
concernés par ce tir sont modifiés. Au final, pour calculerdeed d’'un scénario un seul arbre de
preuve est nécessaire, et il prend en compte le paralléhsaiele résultat que I'obtient est alors
correct, il contient exactement la durée possible d'un@dén

3.4 Conclusion

En assignant des estampilles temporelles aux jetons, crapable a I'aide de I'algorithme de
VALETTE de calculer de maniére formelle des durée de scénaGependant cette algorithme est
limité a la sémantique faible des réseaux de Petri T-tenfjpo@ette sémantique est incapable de
représenter I'urgence ce qui est pourtant nécessairennwgat pour les applications temps réel. Nous
allons voir comment cet algorithme est adapté afin de presmmmmpte la sémantique forte.



Chapitre 4

Prise en compte de la sémantigue forte

Cette prise en compte de la sémantique forte a été réalisé& RavoL puis M.SOGBOHOSSOU
lors de leur DEA a I'lIRCCyN [6, 8]. Nous allons dans ce chapjirésenter leurs travaux.

4.1 Seémantique faible et sémantique forte

4.1.1 Différences entre les sémantiques

Nous avons présenté dans le chapitre précédent la séneliqtir faible (STFA) des réseaux
de Petri T-temporels. En sémantique faible, si une tramsgensibilisée atteint sa durée maximale de
sensibilisation on n'est pas obligé de tirer la transitiBhe ne peut cependant plus étre tirée par la
suite ce qui peut entrainer des jetons morts. Ne pas frannkitransition n'a d’intérét qu’en cas de
conflit de transitions. Dans ce cas, on peut en effet souh@server les jetons en conflits pour le tir
d’une autre transition qui n'est pas encore sensibilisée.

Dans la sémantique de tir forte (STFO) une transition geirttsa borne maximale doit obligatoi-
rement étre tirée. Formellement, on ne peut pas faire écankedurée de temps, si en ajoutant cette
durée aux horloges, une des horloges dépasse la borne neaxdienson intervalle de sensibilisation.

La sémantique forte a beaucoup d'intérét dans le cas degaigpts temps réel car elle permet
de modéliser le mécanisme dhien de gardegui est présenté sur la figure 4.1(a). Ce mécanisme
fonctionne ainsi :

— Lorsqu’un jeton arrive eRy le chien est armé, I'horloge de la transitibpest démarrée.

— Si un jeton arrive ef’, avant que I'horloge atteigne sa borne maximale, alors leaséque
forte impose que la transitiofy dont la durée de sensibilisation ¢8t0] soit franchie immé-
diatement. Ceci correspond en général a I'exécution nerchakystéme.

— Par contre si I'horloge atteint la borne maximale fixée itDaalors la sémantique forte impose
le tir deT,, ce qui peut par exemple correspondre a une routine de secour

Ce mécanisme n’est par contre pas modélisable en STFA.

Dans le calcul des dates de tir des transitions la sémarftgieeva modifier les résultats. Si l'on
considére par exemple la figure 4.1(b). Si le marquage lig@giaproduit & la date 0, en STFA la date
de tir deT, est comprise dans l'intervall@,5]. En STFO par contre, au bout de 3 unités de temps
T1 devient urgente et I'on est donc obligé de la franclirne peut donc pas étre franchie au dela
de la date 3. En STFO il va donc falloir modifier le calcul detedale tir afin d’obtenir des valeurs
correctes. Ces valeurs ne sont cependant modifiées qu'ale camflit.

33
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P1 P2

T2
[10;10] T1

P4 P3

T1 T2

(a) Chien de garde (b) Conflit simple

FIG. 4.1 — Situations de conflits dans un réseau T-temporel

4.1.2 Sémantique de tir et logique linéaire

Dans le cas de la sémantique faible, les réseaux de Pemfetels sont monotones, c'est a dire
que le rajout de jetons dans des places quelconques du néseaadifie pas le comportement du
réseau et les marquages accessibles. En effet, une séqleetra@sition franchissable a partir d'un
marguage donné, le sera également pour tous marquageseamp@uisque qu'il sera possible de
réserver tous les jetons nécessaires a cette séquencgidueldinéaire obéit également a cette regle.
En effet, si un séquent est prouvable il le sera égalemergjentant des ressources.

Au contraire, en sémantique forte, I'ajout d'un jeton damsdseau ou d’'une ressource dans un
séquent peut modifier la validité du scénario étudié. Er,aféejeton peut activer un conflit qui aura
pour conséquence d'invalider le scénario. De plus, aloend®TFA on pouvait se limiter a une partie
du réseau de Petri étudié, en STFO on est obligé de conslagreemble du réseau.

C’est pour cette raison de monotonie que l'algorithme de EALE n’est utilisable qu’en séman-
tique faible. Cependant,B0L a proposé dans [6] une version modifiée de I'algorithme de®&WALE
qui prend en compte la STFA.

4.2 Algorithme de preuve en sémantique forte

4.2.1 Repérage des conflits de transitions

Les transitions dont la date de tir peut étre modifiée partaaséique forte sont celles qui sont
en conflits. Il est donc nécessaire de repérer les transigarconflits dans le réseau de Petri, c'est &
dire celles qui partagent une méme place d’entrée. On relohelonc toutes les transitions en conflits
structurels.

Mais considérons I'exemple de la figure 4.2. Il présente deunflits, entrel; et T, d'une part et
entreT, et T3 d’autre part. En STFQOI; ne peut pas étre tirée au delad®max(si d2max< dimin T,
n'est méme normalement jamais tirable). Par contrg; eit tirée alord, n'est plus tirable ety n'est
donc plus en conflit effectif. Elle peut alors étre franchisegu'a sa borne maximale. On s’apercoit
donc queT; et Tz ont une action 'une sur l'autre parce qu’elles sont tougssdeux en conflits avec
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T,. On dira queT; et T3 sont en conflit indirect méme si leur interaction ne peut étre bénéfique.

P1 P2 P3 P4

T1 T2 T3
[ dlmin; d1max | [ d2min; d2max | [ d3min; d3max |

FiG. 4.2 — Conflit indirect entre deux transitions

Pour identifier les conflits dans le réseau, on va donc carsstias groupes de conflits qui regrou-
peront les transitions en conflit entre elles, que ce soiemicdnfits directs ou indirects. Ces groupes
de conflits sont construits par transitivité suivant la eégliivante deux transitions en conflit sont
dans un méme groupe

4.2.2 Modification de I'ordre de la preuve

Nous avons vu dans la partie 3.3, que lorsgu'il y a dans unastédes conflits de transitions,
I'ordre de tir des transitions avait de I'importance vis a gies dates calculées. On va donc entre les
transitions en conflits fixer un ordre de tir qui sera I'ordemsl lequel les transitions sont placées dans
le séquent. Pour examiner tout les comportements possibé&sa nécessaire de modifier cet ordre
afin d’étudier tous les entrelacements.

Remarques

— Nous avons considéré les regles d’échanges étaient itaplae qui entraine que la virgule est
commutative. Ce n’est plus tout a fait le cas dans cet alyunet

— Dans le cas de deux transitions appartenant a des groupesfties différents, I'ordre d’exa-
men sera fixé par le séquent, mais il ne sera pas nécessaindield’ordre inverse car le
parallélisme sera correctement pris en compte.

— Dans le cas des conflits indirects de la figure 4.2 les deusgitrans peuvent étre franchies en
paralleles mais I'ordre & de I'importance. Il sera donc séage d’effectuer I'entrelacement.

— Ainsi, par rapport a ce qu'on a dit dans la partie 3.3 sur falf@isme et la logique linéaire,
nous réintroduisons ici de I'entrelacement, afin de preedreompte les conflits.

Par ailleurs, en cas de conflit non-effectif il est nécessd@ savoir si ce conflit pourra devenir
effectif et dans quel intervalle de temps. Considérons pamele le réseau de la figure 4.3. La date
de tir de la transitioriT, dépend du conflit entr&, et T,. Il est donc nécessaire de savoir a partir de
quand ce conflit devient effectif. Il faut donc calculer aéadable la date de tir d& et pour cela il
faut queTs soit tirée avant,.

De maniére générale, on va tirer en priorité les transitaguisne sont pas en conflits. Le tir de
ces transitions en priorité va permettre de rendre efetgiimaximum de conflits. Etant donné que
I'ordre de tir est normalement arbitraire dans une preuceast acceptable.
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P5 P4

FIG. 4.3 — Exemple de réseau de Petri avec conflit

Ainsi a une étape d’'une preuve, I'ordre suivant d’exameni@dgsitions sera appliqué :

— En priorité les transitions qui n'appartiennent pas a wuge de conflits. Entre elles un ordre
lexicographique est appliqué.

— Ensuite les transitions en conflit, dans I'ordre de lectiwrséquent.

4.2.3 Nouveau calcul des dates

Comme nous l'avons vu la sémantique forte modifie les fea@tectir des transitions en conflits.
Il faut prendre en compte ceci en modifiant le calcul des d3des I'algorithme de VALETTE.

Alors gque I'algorithme de VALETTE parlait d’estampilleswt@orelles associées aux atomes, nous
parlerons dans cette algorithme de date de tir des tramsitjae nous noterori3; (les intervalles de
sensibilisation sont notd;). La date de tir d'une transition est la durée écoulée pgrad@ une
origine de temps absolue. Elle est égale aux dates de piodlaeis atomes produits par la transition
et aux dates de consommation des atomes consommeés ce it glErmetrouver les estampilles
temporelles de I'algorithme de VALETTE. Par ailleurs daasalgorithme le calcul de la date au plus
tot doit étre différencié de celui de la date au plus tard.

Deux cas se présentent. Pour les transitions qui ne sontnpesndlit, le calcul de leur date de
tir est le méme que celui effectué dans l'algorithme de VAIETLa date de tir de ces transitions
n'est en effet pas influencée par I'’hypothése de sémantigte. fLe calcul est donc le suivant : la
date au plus tot (respectivement au plus tard) du tir de fesitian est égale au maximum des dates
de production au plus tot (respectivement au plus tard)eteas consommeés, augmentée de la durée
minimale (respectivement maximale) de sensibilisation.

Pour les transitions appartenant a un groupe de conflit, celuslons au préalable les dates de tir
en l'absence de conflit des transitions du groupe, c'esteaaifaide de la méthode précédente. Afin
de prendre en compte le conflit, nous modifions ensuite ladiatie de la transition que I'ont souhaite
tirer, de la maniére suivante :

— la date de tir au plus tét devient le maximum entre les dads du plus tot des transitions du

groupe de conflits déja tirées et sa date de tir au plus t6aeadhce de conflit.
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— la date de tir au plus tard devient le minimum des dates de ftus tard (calculées en I'absence
de conflit) des transitions du groupe de conflits franchissab

Remarque

Ce calcul prend en compte l'ordre total qu’il existe entre tlansitions d’un groupe de conflits.
Ainsi dans le cas du conflit indirect de la figure 4.2, il peunbker incorrect de contraindre la date
de tir au plus tard d&; par celle deTz. Mais dans le cas d'un ordre total, si I'on spécifie queest
avantTs alors nécessairemei ne peut pas étre tirée apres la date au plus taid.dee méme pour
la date minimale, sT3 est apréd; alors nécessairemeft ne peut étre tirée au plus tét qu’apres la
date au plus tot dé;.

4.2.4 Algorithme

L'algorithme 3 est I'algorithme de preuve en sémantiquéefqu’a proposé S.R/oL [6].

Créer les groupes de conflits

Appliguer la réglexL

Tant que la régle — L est applicabld-aire

Appliquer la regle— L en priorité aux transitions candidates qui ne sont pas en conflit

Sila transition n’est pas en conflalors
| Appliquer le calcul classique des dates

Sinon
| Appliquer le nouveau calcul des dates

Fin Si

Terminer la preuve du séquent gauche généré en utilisamdcebsaire, la regleR
Appliquer, si nécessaire, la régld. au séquent droit

Fin Tant que

Algorithme 3 : Algorithme de preuve sémantique forte

Le scénario étudié par cet algorithme est valide, si d’'umg pa prouve le séquent a la fin de I'al-
gorithme, et d’autre part, si les transitions franchiessdanscénario sont effectivement franchissable.
En effet on pourrait tomber sur une transition qui ne posseaeine fenétre de tir c’est a dire telle
queDmax < Dmin.

4.3 Application sur un exemple

Nous allons étudier I'exemple de la figure 4.4, dans lequelnmous intéressons au scénario
T,, T3. Cet exemple présente un conflit enfieet T, donc bien que ne figurant pas dans le scénario la
transitionT; devra étre prise en compte.

Le séquent exprimant le scénario est le suivant :

PP @P3,Po®@P3—0Py,Pg—o P FPL®P,

La premiére étape est la construction des groupes de cofffliet T, sont en conflit, et constituent
donc le seul groupe de conflits.
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P5 P4

FIG. 4.4 — Exemple de réseau de Petri avec conflit

Ensuite on applique la régle, pour déconnecter les jetons du marquage initial. Nous dérwns
que ces jetons sont tous présents a la date 0.

Po,P2,P3,Po @ P3 — Py,Py o PLFP1® Py

&
P @ P, @ P3P, P —o Py, Py PLFPIRP,

Pour appliquer la régle de tiro, deux transitions sont candidate®s:et T,. Tz n’est pas en conflit et
elle est donc prioritaire. Nous effectuons le tir de la tidors :

P 9 PP PP @ P o Py PLO P
Po,Po,P3, P, @ P3—o Py,Pp—o P FP1L® P,

Nous calculons la date de tir de la transition : n’étant pasaantilit, sa date de tir est calculée par la
méthode utilisée dans 'algorithme de VALETTE. Le tableaivant permet de stocker le résultat :

Nom de la date : D,
Transition tirée : T3
Ressources consommeées :Pg
Ressources produites : P
Valeur au plus tot : dz.
Valeur au plus tard : d3...

Dans l'itération suivante il ne reste qiligcomme transition tirable.

Rre 9 BER 9 PR d P4|—P4:§
PPsFP@Ps " PLPiFP@P; ¢
—OL

P, P, P3,P,®P3s — P4 - P1® Py

T, est en conflit ave@; sa date de tir est donc calculée par le houveau calcul des datgt d’abord,
on précalcule sa date de tir en I'absence de conflit quidest,d, ] ainsi que la date de tir au plus
tard en I'absence de conflit dg qui estds, _, + di,,...
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On modifie alors la date de tir d&. Pour la valeur au plus tét, aucune transition du groupe
de conflits n'a déja été franchie, la valeur n’est donc pasiiiéed Pour la valeur au plus tard
est également franchissable dans le groupe de conflits. @wl glonc comme valeur au plus tard le
minimum des dates aux plus tard c’est a dire :

min(d3max + dlmaX7 dzmax)

On obtient finalement la date suivante pour le tiffde

Nom de la date : D,
Transition tirée : T
Ressources consommées : P., P3
Ressources produites : Py

Valeur au plus tot : d2,n

Valeur au plus tard : min(ds,,, + A1, 92,10

L'arbre de preuve est correct, cependant pour que le scésaitivalide il faut également que soit
franchissable dans un intervalle de temps, ce qui se védfiagondition :

d2min S min(d3max + dlmax7 dzmax)

L'application numérique donne la fenétre de tir suivantarph : [2,5]. L'algorithme de VALETTE
en sémantique faible aurait lui trouvé la valé2i7].

4.4 Conclusion

Ce nouvel algorithme permet de prendre en compte la séranfigte pour calculer des dates
de tir. Il prend en compte les conflits de transitions en fixambrdre total entre ces transitions. Pour
étudier 'ensemble des comportements, il est donc nécessaifectuer plusieurs arbres de preuves
en permutant I'ordre de tir des transitions en conflit.

Pour les conflits de jetons, il est également nécessairéedieér plusieurs arbres de preuves.
Cependant il faut pouvoir différencier les jetons impligugn mécanisme d’'étiquetage des jetons tel
que proposé par N.IRIERE dans [7] peut alors étre utile.

Enfin, dans le cas de la sémantique forte, il est nécessairerdiérer I'ensemble du réseau de
Petri et de tirer toutes les transitions qui ne sont pas efiitsoiCela peut étre fastidieux et entrainer
des franchissement inutiles. On pourrait ce restreindreedaus partie du réseau de Petri. Les travaux
de DEA de M.®GBOHOSSOU[8] proposent de limiter le réseau de Petri a étudier en rebhat les
dépendances entre transitions.

Cette nécessité de prendre en compte I'ensemble du réseRetri@ose probléme pour établir
un scénario a étudier. Si I'on souhaite en effet étudier tmaportements d’'un petit ensemble de
transitions, il est nécessaire de connaitre tous les fisgements de transitions n'appartenant pas a
cet ensemble mais nécessaires pour activer tous les coolisibles.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce rapport une méthode origingtiedd’ des réseaux de Petri T-
temporels. Cette approche est basée sur la logique linéaele est orientée « événements ». Elle
peut étre utile pour étudier les comportements possibles eihsemble donné de transitions. Un al-
gorithme permet ainsi de calculer des dates de tir et dessluté scénarios de maniére formelle
et en prenant correctement en compte le parallélisme daué&de Petri. On peut ainsi étudier les
contraintes temporelles de I'ensemble de comportementsderé.

Cependant cette algorithme est limité a la sémantique figlile des réseaux de Petri T-temporels.
Un nouvel algorithme permet lui de prendre en compte la séquanforte en modifiant I'ordre de tir
des transitions et le calcul des dates. Cet algorithme pearmbmpte les conflits de transitions mais
réintroduit pour cela de I'entrelacement entre les ordeerd

Les perspectives de recherche sur ce sujet sont multipbes.dlabord, les conflits de jetons ne
sont pas encore traités. |l sera de nouveau nécessairenttedéire des entrelacements, mais il faut
tout d’abord pouvoir identifier les conflits et les jetonssHite, dans les cas de conflits, il faudrait
aussi pouvoir traiter les entrelacements, c'est a dire lgiiptes arbres de preuves, de maniére plus
automatique. L'analyse des résultats, afin par exemple gagdé des conditions temporelles, peut
également constituer un sujet d’étude. Enfin, des rechenolus générales pourraient s'intéresser a
I'utilisation d’autres connecteurs de la logique linéaire
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Annexe A

Reégles du calcul des séquents en logique classique (LK)

Groupe ldentité

r-F,A [ FFA

Fred rrra,n U
Groupe Structurel
rF.G -4 r-AF.GA
rG.F,I'ra’* Fr-A,G,F,o %
rF,FFA F-F,F,A
N FFFE.a R
rEA rEA
F,FI—AWL rH:,AWR
Groupe Logique
r-F,n rFEA
r-FFA - r-—F,A ~
FLF,GFA F-F,A T'FG, A
02 S A AR
FLFAGEA F,I'FFAG,A, N

FFA M, GHA
M., FVGFA,N

VL

M-F,A ', GHN
[, F=GFA,A

_rEA

F,TI—ATL

F T

r-F.G.A
FrFFVG,A 'R
L FFG,A
-F=G,A

FT R

_EA

I'}—J_,AJ‘R
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Annexe B

Regles du calcul des séquents en logique linéaire (LL)

Groupe ldentité

r-F,A [ FFA

rer d e od
Groupe Structurel

rLF.GI'Ha r-AF.GA

rG.F,I'ra’* Fr-A,G,F,A %

Négation Linéaire

r-F,A | rFFA |
rFLEAt rEFL AR

Régles logiques pour les connecteurs multiplicatifs
MNrF,.GEA

. Fr-F,A MG,
I FOGFA -

FTFFeG.AN R

FFA ',GHA

. [FF.GA
F.I . FeGFA N °F r-FsG,A R
F-F,A ', GFA FFFG,A

[ I"FoGFA,N FFF—=G,A X

rEA

F,l%AlL 1R
rEA
TF I'}—J_,AJ‘R

Régles logiques pour les connecteurs additifs

rFra r,GrA

. oL, r-F,A TFG,A
FRGFA FLF&GFA

rrFaG.n &R

MFFA T,GFA
FLFEGFA

FF.A r-G.A
oL FFFaG.A ™ TrFaG.A R

Fora FrT.8 R
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Regles logiques pour les connecteurs exponentiels

rFEA ITEF, 2
FIFFA - ITHE,2n R
IT,F F2A IT-F,A
T A A R
IT, %F F2A T -7F, A

_TEA _TEAN o
I',!FI—AW'L rH)F,AW'R
FIFE IFEA FE2F,2F, A

ClL

?
FIFEA Fre,a CR
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